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ПРЕДИСЛОВИЕ 


В теории автоморфизмов классических групп за последние 
{0 лет произошли существенные сдвиги: на смену старым 
четодам, основанным на изучении инволюций и почти исчер- 
‚авшим себя, пришли новые методы, применимые к группам, 
че содержащим ни одной инволюции, а именно таковы MHO- 
гие ортогональные группы и конгруэнц-группы. Наряду с этим 
чзучение классических групп над полями переросло в изуче- 
He их над произвольными областями целостности и над 
кольцами, еще более далекими от полей, а вместо автомор- 
физмов все чаще исследуются изоморфизмы и произвольные 
‚ гомоморфизмы. 
| Настоящий сборник составлен из работ зарубежных авто- 
‚ров, отражающих современное состояние всех основных раз- 
делов теории. | | 

Почти половину книги занимают „Лекции о линейных 
группах“ О’Миры, в которых излагается его замечательный 
© метод вычетных пространств. Изобретенный О’Мирой в 1967 г. 
_ как средство изучения автоморфизмов „плохих“ ортогональных 
групп, этот метод излагается в „Лекциях“ для простейшего 
семейства классических групп — общей линейной и специаль- 
_ ной линейной групп и их проективных образов. В качестве 
одного из применений выводится более ранний результат 
О’Миры — охисание автоморфизмов групп GL, и SL, над npo- 
извольными областями целостности. Изложение полностью 
замкнуто и очень прозрачно, а имеющиеся в каждой главе 
литературные указания позволят читателю легко ориентиро- 
ваться в последних журнальных публикациях. 

Другой подход к проблеме автоморфизмов над областями 
целостности читатель найдет в работе Янь Ши-цзяня, в KO- 
торой дается описание автоморфизмов группы ЕЁ„, порожден- 
ной элементарными матрицами. Метод Яня, более вычисли- 
тельный и не столь изящный, как метод О’Миры, в даль- 
нейшем оказался, однако, очень полезным при изучении 
автоморфизмов над кольцами с делителями нуля. 

Начиная с самых первых работ и кончая совсем недав- 
ними, важную роль в исследовании автоморфизмов классических 
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групп играет основная теорема проективной геометрии. Пере- 
ходя к полям частных, мы получаем возможность использо- 
вать ее и в случае линейных групп над областями целост- 
ности. С другой стороны, естественно возникает мысль 
обобщить саму эту теорему на коммутативные кольца, с тем 
чтобы в дальнейшем сделать уже ненужным переход к полям. 
Такое обобщение основной теоремы  проективной геометрии 
дано в статье Оянгурена и Сридхарана. | 

Центральное место в докладе Титса на Международном 
конгрессе математиков 1970 г. занимают общие теоремы 
Бореля и Титса об автоморфизмах `простых изотропных 
алгебраических групп, которые поглощают многочисленные 
более ранние результаты и в значительной степени завер- 
-WAIT теорию автоморфизмов классических групп над по- 
лями. Заметим, однако, что этими теоремами не покры- 
вается анизотропный случай. 

_ Описание автоморфизмов унитарных групп степени и 3 
над бесконечными полями закончено в работе Джонсона. 
Оно получено новым единым методом — в отличие от более 
ранних работ, когда рассуждения существенно зависели от 
индекса Витта. | 

_ В работе Помфрэ и Макдональда найдены автоморфизмы 
группы GL, над локальным кольцом. Важным достижением 
здесь является переход к кольцам с делителями нуля. 

Две работы Солацци посвящены описанию автоморфизмов 
конгруэнц-подгрупп классических групп. В основе доказа- 
тельств лежит метод О’Миры. 

Исключительный случай двумерных линейных групп, к ко- 
торым обычные методы, как правило, неприменимы, детально 
исследован в мемуаре Кона, из которого в настоящем сбор- 
нике переведены два центральных параграфа об изоморфиз- 
мах и гомоморфизмах (с изложением всех необходимых све- 
дений из предыдущих параграфов). Основным орудием этого 
исследования является задание линейной группы определяю- 
щими соотношениями. Отметим, что недавно в двумерном 
случае был достигнут новый существенный прогресс. 

Краткий обзор самых последних достижений в теории 
‚автоморфизмов классических групп и библиография приве- 
дены в конце книги. 

: a Ю. И, Мерзляков 


„Новосибирск, Академгородок, 
5 августа 1975 e, 


АВТОМОРФИЗМЫ УНИТАРНЫХ ГРУПП 
НАД БЕСКОНЕЧНЫМИ ПОЛЯМИ ') 


А. Джонсон 


B работе [5] я ввел новый метод, с помощью которого 
описал автоморфизмы унитарных групп, как тогда казалось, 
в последнем оставшемся случае. Имелось в виду, что Шпи- 
гель уже получил описание автоморфизмов, когда индекс 
Витта больше |, а размерность пространства больше 5. 
Однако в его рассуждениях обнаружился пробел. В самом 
деле, чтобы доказать сохранение трансвекций при автомор- 
физмах, Шпигель пользуется тем, что автоморфизмы сохра- 
няют композиционные ряды централизаторов изометрий 
(см. [10], стр. 45). К сожалению, рассмотренный им ряд не 


является композиционным, так как группа U,(K, f) не проста. 
Больше того, по образцу одного примера из [3] можно по- 


строить 2-мерные унитарные группы 2 (К, f) над полем фор- 
мальных степенных рядов с коэффициентами в F}, имеющие 
бесконечно много нормальных подгрупп. | 

Цель настоящей работы двоякая: 1) завершить решение 
вопроса об автоморфизмах унитарных групп, по крайней 
мере для п>3; 2) показать, что метод, введенный в [5], 
пригоден для описания автоморфизмов унитарных групп над 
произвольными ‘бесконечными полями независимо от характе- 
ристики. | 

Результат в точной формулировке таков. 

Пусть V — невырожденное п-мерное эрмитово простран- 
ство над бесконечным полем, Nn 3. Пусть А обозначает 
Un (V) или Ч, (У), а Л — некоторый автоморфизм группы А. 

огда 


Л (6) =х (0) 05, с«А, 


при подходящем гомоморфизме X% группы А в ее центр и 
полулинейном изоморфизме g пространства V на И, сохра- 
няющем ортогональность. 


1) А. А. Johnson, The automorphisms оЁ {Не р groups over Infinite 
fields, Amer. J. Math., 95, № 1 (1973), 87—107... 
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$ 1. Основные понятия и обозначения’) 


В дальнейшем Е обозначает бесконечное поле с нетри- 
виальной инволюцией *, Е — его подполе, неподвижное OTHO- 
сительно *, Таким образом, E/F — квадратичное расширение 
Галуа. На протяжении всей статьи используются следующие 
обозначения, связанные с этим расширением: 


а, В, Y, ... — элементы из E; 

а, b, с,... — элементы из F; 

Er — множества ненулевых элементов из E и F; 
T (a) =a +a; М(а)=оа, аеЕЁ; 

U = {a E E|N (а) = 1}. 


Если ® — некоторый элемент из E, не лежащий B F, TO OTO- 
a+ o 
a + o“ 
конечно. Для œ из E n a из F имеем T (ao) = оТ (®). Поэтому 
существует элемент ое E, такой, что Т (®) =1. 

Через V обозначается регулярное конечномерное эрмитово 
пространство, т. е. конечномерное векторное пространство 
над E с невырожденной эрмитовой формой 4: VXV >E. 
С эрмитовым пространством будут связываться следующие 
обозначения: 


бражение а-> поля F в U инъективно. Значит, U бес- 


О (х) =а(х, x) для любого xe V; 
ULW, если U и W — подпространства пространства V, 
причем 


ИП = {0} и а(0, №) = {0}; 


(т = {хе У |9 (х, 0) = {0}}; 
rad U =U N U+; 

a= dim V; 

у — индекс Burra пространства V; 

Uc W, если U — собственное подмножество в W; 

dU — дискриминант U; | 

U = (а) 1... L(a) означает, что U имеет базу хи, ..., Хь 
для которой О (х;) =a; и 9 (х1, x) =0 при #52 j; 

U = (%,;) означает, что U имеет базу Xj, ..., Xk, такую, 
что 9(х1, x) =Q; для всех i, j; 

ly — тождественное отображение пространства U на себя, 


') Основные результаты, касающиеся теории эрмитовых форм над 
полями, можно найти в [2]. 
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Если W — невырожденное подпространство простран- 
ства V, то 


U (W)— унитарная группа пространства W; 
(+ (И) — группа вращений; 
7 (У) — центр группы U (W). 


Ненулевой вектор х из У называется изотропным, если 
О (х) =0. Если О (х) == 0, то будем говорить, что х анизот- 
ропен. Эрмитово пространство, содержащее изотропный 
вектор, называется изотропным пространством. В противном 
случае оно называется анизотропным. Пространство, в кото- 
ром каждый ненулевой вектор изотропен, назовем вполне 
изотропным. Индекс Витта у есть размерность максималь- 
ного вполне изотропного подпространства из У. По опреде- 


лению гиперболическая плоскость H — это регулярная изо- 


0 
тропная плоскость, и можно записать H = ( го ). Плоскость H 


тогда и только тогда является гиперболической, когда 
dH =— 1. 


0 1 
(1.1) Пусть Ex + Вуз (| о). Тогда для любого a E= F 


существует бесконечно много прямых Ew = Ех-- Ey, yðo- 
влетворяющих условию О (w) =a. 


= Доказательство. Если а ==0, то возьмем элемент 
фе E, такой, что Т (6) =1. Пусть а=фс, b, сеЕР. Тогда 
О (bax + cy) =T (bco) =a. Легко видеть, что 


biox + ciy E E (box + coy) 


тогда и только тогда, когда 6, = + b Значит, существует 
бесконечно много прямых Е (box + си). 

Если а=0, то возьмем элемент © & E’, такой, что 
T (®) = 0; тогда О (box + у) =0 для всех b из F. Утвержде- 
ние (1.1) теперь очевидно. › 


Как хорошо известно, ао EU для всех се И, (У). 
Если У =U L  — ортогональное разложение пространства И 
и подпространства U и W инвариантны относительно изомет- 
рии р из U,(V), то будем писать р =p; L po где р, =f ly, 
00 = Qly. Если e, че 94, то через о= Ln обозначается 
такая изометрия о, что p (x) = ex для всех x из U ир (х) = nx 
для всех х из W. Символ p= | обозначает тождественное 
отображение пространства V. Допустим, что dim W = rÆ 0, и. 
Возьмем элемент e € U, удовлетворяющий условию &” Æ 1. 


Тогда p= (=*)" 1 (2) ” принадлежит U} (У), но не лежит 
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в Za (V). Таким образом, для любого нетривиального разло- 
жения У =U LW можно найти e, п из U, для которых 


о=е Ln = U; (У) — 2, (У). 


(1.2) Предположим, что У =U L W — нетривиальное pas- 
ложение пространства V. Тогда для любой прямой L u3 V 
существует изометрия o из А, такая, что о. Е 0Ц0У. 


Доказательство. Можно считать, что [= Бх < 0. 
Пусть y — анизотропный вектор из W. 

Если вектор x анизотропен, то Ех L Ey =la) L (5) для не- 
которых а, b из F°. В силу утверждения (1.1), поскольку 
пространство вида (a) 1 (—а) является гиперболической пло- 
‘скостью, можно найти элементы & Æ 0, & Æ 0 из E, такие, 
что N (Е) а — N (Е) а=6. Тогда a= N (1/81) b — N (ЕЕ) а и, 
следовательно, существуют Q, BEE”, такие, что Q (ах + Ву) =а. 
Положим ох = ох + Ву и продолжим с до некоторой изомет- 
рии из И, (У) = А по теореме Витта. 

При изотропном векторе х пространство U универсально, 
т. e. Q(U)= F. Возьмем z&U, такой, что Q(z)=— О (и). 
Пусть ох=а-у и продолжим с до преобразования из 
U} (У) =^, используя теорему Burra. Утверждение (1.2) до- 
казано. 


Пусть ø — элемент из U, (У). Для любого a = E положим 
P „= ker (o —а-1). Ясно, что Р.={0} для всех, кроме KO- 
нечного числа, элементов Q и Pa ПР, = {0}, если а Æ В. Ha- 


зовем P = D P, собственным пространством изометрии с, 


a R= Mar вычетным пространством. Заметим, что если 
q (Pas Рь) == 0, то а = (В*)_'. Значит, 


P= Pa в Ра о ль о о. 


где а; = U, В, = Е°— U. Не исключено, что некоторые Р;-1 
i 


могут быть нулевыми. Мы называем изометрию с регуляр- 
ной или вырожденной, если Р регулярно или вырождено со- 
ответственно. Пусть Р регулярно и все а, для которых 
Ри == {0}, лежат в U, тогда P= Pa |... L Pap где а E U, 
1<17=<1. Если о — изометрия, перестановочная с O, TO 
и МЕ P ета и о: ть для 1<1< р 
1 1 

| K<jį< k. В частности, p: P—P un o: R>R. 

-© [[IpocTeÄINHMH типами изометрий являются трансвекции и 
квазисимметрии. Грансвекция — это изометрия, оставляющая 
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на месте каждую точку некоторой вырожденной гиперпло- 
скости U из У. Она имеет вид т“ (г) = z + aq (z, х)х для He- 
которого фиксированного a € E, причем T (а) = 0, Ех = 1 = 0. 
Очевидно, т“ ==| тогда и только тогда, когда а==0. Заме- 
тим, что вектор х изотропен. Квазисимметрией называется 
изометрия, оставляющая на месте каждую точку некоторой 
регулярной гиперплоскости U из У. Она имеет вид те (2) = 
БЕ (e — 1) q (z, x) 
Q (x) 
причем Ех =UŻŁ. На этот раз вектор x анизотропен и V = 
= Ех LU. Здесь т = | тогда и только тогда, когда e=]. 


Для неединичной трансвекции Р=0, R= Ex, а для квази- 
симметрии P=V, К =={0}. Легко видеть, что если qt% — 


трансвекция (квазисимметрия) относительно прямой Ех, а р — 
некоторая изометрия, то ртар-!==10, — снова трансвекция 
(квазисимметрия), но относительно прямой Ерх. Простые вы- 
числения показывают, что для трансвекций и квазисиммет- 
рий 1418 = tt% тогда и только тогда, когда x& Ey или 


q(x, у) =0. Аналогично, если а 520, то T = 14 (т. е. о пе- 


рестановочно с т“) тогда и только тогда, когда ох = NX для 
некоторого пе U. 

Изометрия, принадлежащая центру „(У), оставляет на 
месте все анизотропные прямые. Верно и обратное утвер- 
ждение. 

В оставшейся части работы А будет обозначать произ-. 
вольную подгруппу из U, (У), содержащую U+ (У). Если V = 
= Ех L W — нетривиальное разложение V, то возьмем T= 
=g L пЕЛ — 7,(У). Тогда любая изометрия из Z (А) nepe- 
становочна с т и, следовательно, оставляет прямую Ех на 
месте. Поскольку Ех — произвольная анизотропная прямая, 
то (А) =, (УПА. 

Пусть Х — подмножество из А. Через С(Х) обозначим 
централизатор X в ДА, а через М№(Х) — нормализатор X в А, 
т. e М(Х)={оеЕЛ|0оХо-! =}. Пусть A — автоморфизм 
группы А. Очевидно, ЛС (X) =C (АХ) и AN (Х) = N (AX) для 
любого подмножества Х из А. 


x для некоторого фиксированного г € U, 


$ 2. Свойства квазисимметрий и трансвекций 


Пусть U — некоторое подпространство из У. Для любого 
ненулевого элемента а из Е линейное преобразование Ta 
на U, определенное правилом го (и) = аи для всех и из U, 
называется растяжением на И. Пусть Ю(0) — группа всех 
растяжений на U. 
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Для ненулевого вектора xE V положим S, = {оеЛ| о |, 1 E 


= Ю(Ех`)} и назовем $, множеством всех изометрий, acco- 
циированных с х. С этого момента мы предполагаем, что 
п = dim 2—3. В настоящем параграфе изучаются некоторые 
свойства множества $,. Нас интересуют два случая, а именно 
когда вектор х анизотропен и когда он изотропен. Сначала 
найдем теоретико-групповые свойства, общие для того и дру- 
гого случая, а затем — характерные для каждого. 


(2.1) Если x анизотропен, то 
„= {nE + ДА |1, в= 94 > 2 (А). 
Если х изотропен, то 
$, = {111 Е А| пе 94, Г (0) = 0} 57 (А). 


Доказательство. Если p & S,, можно найти N EU, 
такое, что py = ny для всех y S Ext. Значит, "То оста- 
вляет точки гиперплоскости Ех“ на месте. Если вектор х 
анизотропен, то Ext регулярна и n*p = T? — квазисимметрия. 


В этом случае р = NTÈ для некоторых N, e E U. Если x изотро- 


пен, то Ех“ — вырожденная гиперплоскость, причем rad Ext == 
= Ех, поэтому 1’ = T% — трансвекция. Таким образом, 
р = NT? для некоторого n Æ U и некоторого а, удовлетворяю- 
щего условию T (а) =0. 

Осталось показать, что S, D Z (А) в каждом случае. При 
изотропном х трансвекция T% с а==0 имеет определитель 1 
и, значит, лежит в U} (V) = А. Таким образом, t% € $, — Z (А). 

Предположим теперь, что х анизотропен. Мы можем 
отыскать подходящие e, це 94, такие, что eN и p= 
=e Lye U} (У) <= для разложения V = Ех LW. Тогда 
"о = n*e L 1==11". Следовательно, р = nt? = S, — Z (А), что 
и требовалось доказать. 


Теперь ясно, что $,==$, для ненулевых векторов х и у 
из V тогда и только тогда, когда y €E Ex. 


(2.2) С (S) = {p ЕЛА |ох=х для некоторого Е = U}. 


Доказательство. Пусть оеЕА и рх=&х. Тогда 
p (1) "== те, = NTZ, где 1% — трансвекция или квазисим- 
метрия в зависимости от того, является х изотропным или 
анизотропным вектором. 

Теперь возьмем nt е5, — 2 (А). Если реС($,), то 
о (1т“) р" = 11а, = 11, так что Tt% =T% Значит, рх==ёх 
для некоторого & из 94, и (2.2) доказано. 
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Очевидно, $, — абелева подгруппа группы А. Отсюда 
следует, что $, = СС ($,) = С (5,;). 


(2.3) ВОО 


Доказательство. Предположим сначала, что вектор х 
анизотропен. Тогда 


U (Ex) L U (W) 2C (S,) 2 {(det t)" L т |t = U (W), 


где W = Ext. Если p— изометрия, принадлежащая CC (S,), 
то она перестановочна со всеми изометриями вида (det т)” [ т, 
где т пробегает 0 (W). Значит, Ех и W инвариантны OTHO- 
сительно p. Поскольку о |, коммутирует со всеми TEU (W), 


то ply EZ (W) и, согласно определению, р E Sy. 
Пусть вектор х изотропен. Можно считать, что И = 


0 1 
—=(Е« + Еу) LW, где Ех LW = Ex и Er+Eya( 5} 


(Здесь Ey и W не определяются единственным образом.) 
Пусть оеСС ($,) = С ($,). Тогда ох==х для некоторого 
ЕЙ и р(Ех 1 №) = Ех 1 И. 

Возьмем e, ие U, удовлетворяющие условиям 8 =2Е\1 и 

=g 1 чЕЙ) (У) = для разложения У = (Ey + Ех) L W. 

Конечно, t €C ($,). Поскольку р перестановочна с T, то 
W и Ey- Ех инвариантны относительно р. Все изометрии 
вида | 1 т, где теЕЙ" (№), лежат в С($,), и о перестано- 
вочна с ними, поэтому оу ЕЙ (W). 

Теперь ох = ex и ой = nw для всех w = и некоторых в, n 
из U. Покажем, что 8 = 1. Пусть Wi, Wo, ..., „о — база W. 
Тогда x+ Wi, ..., Wy- — база другого регулярного подпро- 
странства W’ из Ext. Пусть V =(Еу’ + Ех) LW” и (Еу’- Ех) = 

0 

= ( | a) . Предыдущие рассуждения показывают, YTO 0X =E% 
n p(w) = м’ для всех w E&W’, где EEU. Тогда p(x + w) = 
= ex + nw, =Ẹ (x + w), откуда n= e= 5. 

Итак, pọ hyl ER (Ex+) и, значит, pọ S Sy, что и требовалось 
доказать. 


(2.4) Если С(®)5С(5,), то те ёй(А). Значит, если 
t E S, — Z (А), то C(t) =С (S,). 


Доказательство. Из включения C (Sy) SC (т) следует 
перестановочность всех элементов из С ($,) с т, т. е. 
ЕСС ($,)=5,. Если т не лежит в Z (A), то т имеет вид 
T= NT, где T% — нетривиальная трансвекция или квазисим- 


метрия. Как и в доказательстве утверждения (2.2), любой 
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элемент о из С (T) должен удовлетворять равенству ох == x 
для некоторого Ё = U. Поэтому p € С (S), что противоречит 
строгости включения С ($5,) < C(t). Итак, те Z (A), что и 
требовалось доказать. 


На этом мы закончим перечисление общих свойств мно- 
жеств 95, при изотропном и анизотропном х и перейдем 
к специфическим свойствам для каждого случая. 


(2.5) Если вектор x анизотропен, то N ($,) =С ($,). 

Доказательство. Ясно, что С($,) = М ($,). Пусть 
PEN (Ss), те 5,— 2 (А). Тогда р (1) р-' = nti, E S, 
Значит, ох = Ех, и поскольку Хх анизотропен, то ох ==х для 
некоторого & = U. Таким образом, р €C ($,,), и (2.5) доказано. 


(2.6) Если вектор x изотропен, то №($,)>С ($,). 
Доказательство. ` Пусть У = (Ey + Ех) LW, где 
0 1 
Ey+ Ех = (| J и Ext = Ex L W. Пусть W = Ez 1 W’ для 


некоторого анизотропного 2 Œ W. Возьмем уе E — U и опре- 
делим ру=у’у, ох==у-'х, pz= (y/y")z, ply: = lwy. Тогда 
р=И! (У) = А ир@С($,,), так как yE 94. 

Пусть NT —произвольный элемент из 5,. Тогда р (11) о-' = 


= Ио, = NT, = nT? (wha принадлежит $5,. Таким образом, 


У 
ре N (Sa) —C (S,), и (2.6) доказано. 


Очевидно, что из q(x, у) =0 следует включение $, = С ($,). 
Если S =С ($,) и $, Æ Sy, то q(x, у) =0. Действительно, 
из соотношения Sy Æ $, следует, что x Æ Ey, а тогда вклю- 
чение Sy = С (5,) влечет за собой q(x, у) =0. 


$ 3. Sx в случае анизотропного вектора х 


В этом параграфе мы предположим анизотропность вектора 
x& V и покажем, что Л (5,) = $, для некоторого анизотроп- 
ного вэктора y EV. 


(3.1) Теорема. Пусть те таково, что ото-! ЕС (т) 
для всех p EC ($,). ГТогда т=5,. 


Доказательство. Имеем У = Ex L М, где W = Ext. 
Ясно, что 


U (Ex) L U (W) =C (S,) > {(det p)" L p lp = U (W). 
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Пусть тх=ох-- w для некоторых а=ЁЕ, ше. Покажем 
сначала, что wW =Q. 

Возьмем 0 €&€ U(W), и пусть =" = det. Тогда о==е.1 6 = 
еЕС($,) и должно быть трто-' = рто-'* для всех таких о. 
Применим обе стороны этого равенства к вектору х и сравним 
результаты: 


тото-! (x) = s“to (ах + w) = t (ах + =*00) = ах + aw + ="тош, 
ptp™ t (x) = от (ав*х + p™'w) = p (а?е”х + ав + tpo™'w) = 

| = а2х + ae*pw + pto™'w. 
Из сравнения видно, что 


(det p) (tow — apw) = ото-' — aw = p (10-м — ap™'w). (1) 


Если положить р=т‘1у, где nEU, n Æ l, то p= 
— ("*)” T! L n, так как det = ”-1. Используя равенство (1), 
получаем 


n”! (ntw — anw) = n” (tw — aw) = 
= p (“tw — an*w) = n*o (tw — aw), 


так что 
n+! (tw — aw) = p (tw — aw). 


| -1 
По предположению 1” Æ 1, значит, (1*)" `` =21. Поэтому, если 
прямая Ez инвариантна относительно р, то Ez = Ех] М. При. 
tw — aw = Ех справедливо равенство 


1+1 (tw — aw) == р (tw -- aw) = (n*)" ~ (tw — aw), 


откуда n” (tw — aw) = tw — aw. Ho n” Æ Æl, значит, 
tw — aw = 0. Если tw — aw €= W, то 


1” +! (tw — aw) = p (Tw — aw) = n (tw — aw) 


и, поскольку n” Æ 1, то снова tw — aw = 0. Значит, TW = QW. 
Пусть вектор w анизотропен. Тогда Q (w)=Q (tw) = 

= N (a) О (w) и М (а) =1. Следовательно, Q (tx) = Q (ах + w) = 

= Q(x) + Q (w) = Q (x), что невозможно. Таким образом, 

Q (w) =0 иО (1х) =М (а) Q(x) +Q (w), откуда N (a) = 1. Пусть 


0 1l 
wÆ0 и V = Ex 1 (Ew + Ez) L W’, где во + Ве (| о). 


Тогда т(Ех L Би) = Ех L Ею и (Ех L Ew) = Еш 1 W’ ин- 
вариантно относительно т. ‚Если мы убедимся, что тг © М, 


то W и, следовательно, №" == Ех окажутся инвариантными 
относительно т, что противоречит предположению w Æ 0. 
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Возьмем. n€ 94, такой, что n” => +1. Определим о по 
правилу ох = n" 1х, ош’ =’ для всех w E М”, pw = — nz 
и 02 = n*w. Тогда detp=1l и оС ($,). Обращаясь снова 
к равенству (1), получим 


(1")" T? (tow — apw) = р (тр- о — ap™'w), 
HJIH 
— (n*y (tz — az) = no (tz — az). 


Пусть tz — az =вВх +u для некоторых BEE, uce W. Тогда 


— (n5 ” (Bx + u) = n (n”-!Bx + pu). 
Значит, 
B (и + m5’ х = — (mou + mY" и) ЕЙ. 


Если n* = — (1), то 12” = —1, что противоречит выбору N. 
Отсюда В =0 и тг =а2 + иеЕЙ. 

Итак, мы показали, что тх==ах, если pto! © С (т) для 
всех p € C ($,). Поэтому т имеет вид т=а LT, ге те U (wW). 
Так как 


С (Sx) > {(4е о)" L ọlọ = U (W)}, 


то 070-' С (1) = {се U (W) | ot =ī0o} для всех p из U (W). 
Значит, т удовлетворяет предположениям теоремы при 
A=U(W) и любом анизотропном векторе уе, т. e. 
если у — анизотропный вектор из W, $, и C ($,) взяты OTHO- 
сительно A= U (W), то рто-' © С (1) для всех реС($,). 
(Заметим, что в доказательстве соотношения TX = ах не де- 
лается никаких ограничений на n = dim И, исключается только 
случай n= 0.) Поэтому т оставляет на месте все анизотроп- 
ные прямые и, следовательно, принадлежит Z (W). 

Итак, т имеет вид т = qales Llwy, а, | Е 94, откуда t= 
= nT?" <= S, что и требовалось доказать. 


(3.2) Следствие. Каждая абелева нормальная подгруппа 
из А содержится в Z (А). 


Доказательство. Предположим, что С нормальна 
в А и абелева. Возьмем те С. Тогда ото! + G для всех 
oSA и, значит, ото! © С (т) для всех о А. По теореме 3.1 
преобразование т должно оставлять все анизотропные прямые 
на месте, откуда TEZ (А). 


Все изометрии из $, регулярны. Покажем, что их образы 
при Л также регулярны. Очевидно, Л (Z (А)) = Z (А). Возьмем 
се S, — Z (A) и покажем, что Ло регулярна. 
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(3.3) Если o E S; — Z (А), то o = Ao — регулярная изо- 
метрия из А. 
Доказательство. Пусть P’ n R’ — собственное и вы- 


четное пространства для O = Ло. Допустим, что Р’вырождено. 
Возьмем ненулевой вектор y € rad Р’ и трансвекцию тр, а==0. 


Конечно, т А, и если реС(о’), то р(Р”) =Р”. Значит, 
ртар- = 14, ЕС (та ), так как q (у, ру) =0. Поэтому 


А АЕ 


для всех p € C (o). Но когда о пробегает С (o), его прообраз 
А-' пробегает С(А”'о”)=С (0) =С ($,). Таким образом, 
Aity удовлетворяет условиям a 3.1 и, значит, 
Л tti E Sy. Так как ти Æ Z (А), то шеи откуда 
ca 114) = C (0) = C (S). Поэтому CaA С (0) =С ($,). 
Далее, 

AS, = ACC (А` 11) = СС (14) =$,. 


Значит, A(N ($,)) = М (Л$,.) = М ($,). Но М№(5,)=С ($,) и 
М ($,)>С ($,), откуда С (0’)= ЛС (в)=ЛМ ($,)= № (S) >C (0°), 
противоречие. Значит, изометрия Ло ==о’ должна быть pe- 
гулярной, что и требовалось показать. 


Итак, для любого в = S; — Z (А) преобразование o = Ag 
регулярно, поэтому можно записать V =Р” 1 К”, где 


РР, 1... LP, LPa Р.-1)- oe LPa + Pazi) 


Предположим временно, что P’ {0}. Тогда 
(3.4) у-—-Р’--Р, P 


Доказательство. Заметим сначала, что R’ = {0}. Как 
мы знаем, о’ не оставляет на месте ни одну прямую из К”, 
значит, dim Ю’>2, если R’ {0}. Очевидно, iiy” (R) — 
подгруппа из А, содержащая изометрию, не перестановочную 
с ©’, поскольку о’ |, 9 2 (К’). При подходящем выборе Ё, 
EU, En, изометрия T= Ln, согласованная с разложе- 
нием V = P' LR, лежит в А и, значит, в С (0’). Но tZ (А) 
и те СС (0o), так как P’ n КЮ’ инвариантны относительно 
каждой изометрии из С (o). Поэтому С (т) >С (o). Однако 
С (т) >11 0* (В) и С(т)5С (0'). С другой стороны, 
С (Ат) =С (9), противоречие. | 
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Используя те же рассуждения и утверждение (1.2), можно 
показать, что разложение пространства Р’ содержит не более 
двух слагаемых. Очевидно, P не может иметь вид P’ = Pe, 
поскольку тогда 0’ = Z (А). 

Наконец, исключим возможность слагаемого Pet Pa 
в разложении P’. При доказательстве этого по существу 
повторяются рассуждения из (3.3). 

Элемент а не лежит в U, поэтому Ро» вполне изотропно. 
Пусть J&P e а TË — трансвекция, причем В==0. Любая 
изометрия p из С (0’) оставляет на месте P иР.-1. Значит, 
4(у, py) =0 и ртбр-— = th, €C (18) для всех p €C (o). По- 


этому Å 1 удовлетворяет условиям теоремы (3.1) и лежит 
B Sx = CC (5,) =СС (о). Отсюда t СС (0), что противоречит 
неинвариантности Р.-1 относительно iR, В самом деле, если 
ЕР ана, у) 520, то 


T? (2) = z + Bq (z, y) y EP,- 
Утверждение (3.4) доказано. 
Теперь можно написать 
"= РР. 1 А, 


где 0 < dim Pea < dim Pe. Наша задача — показать, что 
dm Pad, Используем для этого метод, введенный в [5]. 

Его суть заключается в лемме (4.3) из [5], которая воспроиз- 
водится здесь с небольшой модификацией доказательства, 
позволяющей применять ее в более общей ситуации. 


(3. 5) Теорема. Пусть x — анизотропный вектор из V, 
o €E S — Z (А). Пусть 01, ..., Ok U Og сопряжены с O 6 A 
u не лежат в С (6). Предположим, что 


бром 9 >... DC (0, s; 0) C (0; Ti соо 
Toeda G (0, ..., 0h =C (0, Oi 22> Oras Oph 
Доказательство. Пусть д, = p0p% ив, = popr! для 
1 1 А, p, и о, принадлежат : Если tT EC (6, 91, ..., 9%), 
то те Ех и t(x) E&E Ep, |1<1< Е. Пусть te= и 


< (о; <) = bp, 11 А. Так как 6 O; £C (0), то 054 (x, p;x) = 
= q (Tx, тр, x)= EE a (7 ох) и ЕЕ ‚ 1<7<Р. Положим 
W = Ех + Epx + ... + Ео»х. Так как т централизует о, 
Gis sreg бы ТОТ и = Ю (У). Обратное тоже верно, поэтому 


С (с, с, ..., 0») = {ЕАК уе В (Й)}}. 
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Покажем теперь, что для y EV — И существует хе 
ЕС (с, Oi ..., Ok) и EEU, такие, что тх=х, ty Æ Ey. 
Пусть сначала 9(у, №) =0. Если О9(/)==0, то возьмем 
те $, — Z (А). Пусть О (и) = 0. Тогда q (у, W+) 0, поскольку 
уе = 11. Теперь можно выбрать z & W- так, чтобы 


ВУ Её = [| | 


При 9(у, №) == 0 надо действовать несколько тоньше. 
Пусть W регулярно, тогда y = w + и’ для некоторых w = W 
n y EWL, y0. По предыдущему существует TEC (с, ..., Op), 
удовлетворяющий условиям TX = $x, ту’5ЁУ’. Тогда ту = 
= t (w + и’) = Ею + ту’ = y. Будем считать, что rad W {0}. 


Пусть 
V = (гаа 0) О’, 


где rad W + U — гиперболическое пространство, т. e. орто- 
гональная сумма гиперболических плоскостей, И =” [ гад W. 
Если q(y, rad W)=Æ0, то возьмем ге га@ , такое, что 
q (y, 2)520, и выберем Tt & Sz— 7 (А). Можно считать, что 
у=ш-и’, где w&W и “#0, и ЕЙ’. По предыдущему 
найдется t&C (6, ..., Ok), такое, что тх==Ёх и ти’ tw. 
Тогда ти=ЕЕу. 
Допустим теперь, что существует pg А, такое, что 


‚и взять те S; — Z (А). 


С (6. Op ль Oi-p Op) SEC (0, Ois ises Oph 
Если px не принадлежит W= Ex-+Epix + ... + Ро х- Еорх, 
то существует TEC (6, Ol ..., 0,1, Og’), такое, что тх = x 
и т(0»х) Æ pgx. Поэтому т не лежит в С (6, ©1,..., Og), что 
противоречит включению 
С (с, Ci ..., Ор’) SEC (6, Ois, ..., Op). 

Таким образом, рух = №”. Так как С(в, в,.... 9) с 
= С (6, 01,..., б,—), TO pgx в Ех | Epix + ... + Epk-;x. 
Следовательно, 


W = Ex 4+ Ep;ıx + s>s + Epix + Epx = W’ 


и C(0, O... Ok- Og) =C k0, Op.. 6,) = {t EAlt liy E 
& R(W)}. Теорема (3.5) доказана. 


Для разложения V =Р”=Р, L Pe, где 0 < dim Pe <4ппРь, 
предположим дополнительно, что dim Pe, >22. Покажем, что 
в этом случае свойство, описанное в теореме (3.5), не имеет 
места для Ло =v. 

Заметим, что если 0’ соответствует разложению V = 
= Pe L Pe, то некоторая изометрия т перестановочна с о” 
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тогда и только тогда, когда т оставляет на месте Pe, и Ре. 
Если pop! сопряжена с о’, то она соответствует разложе- 
нию V = pPe 1 оР.. 


(3.6) В разложении У = Pe 1 Ре, размерность Pe равна 1. 


Доказательство. Предположим, что dim Pe, 2, и пусть 
P, =P, LEx, L Ey, и Р, = Ех, L Ey, LP; 


Построим сначала три изометрии Qi, 02, 03, принадлежа- 
щие U} (У) =А, не удовлетворяющие цепному условию из 
теоремы (3.5). 

Определим р, по правилу р! [к 1Ех 4 = l P х: == ах, + Вх», 
где a Æ 0, В==0, и продолжим о, до преобразования из 
U; (У). Это возможно ввиду (1.2). Аналогично определим 
65: Polyrey == 15 62: = YY + ду», где у==0, 650, и npo- 
должим p, до элемента из U% (V). Наконец, определим 
03: 03 (= и 1, pax = ал, + В’уе, где а’ =Æ 0, В’ 520, npo- 


должим P3 до изометрии из Uf (Ех + Еу2), затем положим 
5/1 = Y'Yı о где у’=20, 6’5=0, и продолжим 03 до ane- 
мента из U; (Ey, L Ex). Тогда p; = 0’ (У). Пусть в, = p,0°p; J 
i= 1, 2, 3. Конечно, o; ÆC (о’) при i= 1, 2, 3, поскольку 
р,Р, неинвариантно относительно о”. 

Рассмотрим цепь С (0') >C (ø, 01) >С (0, ст, 62). Первое 
включение строгое, так как о’ ÆC (0, o). Если взять т, 
удовлетворяющее условиям, что т | o ы T] Ey, 1P) = 


для подходящих E, че WU, то ЕЛ — 7 (А) и ео. o). 
Заметим, что ©, соответствует разложению V =p,P, Lp,P,» 


тР, =P ит (PPa) =.Р.. Но TEC (0°, O O) так как 
PaPe = Pa 1 Ех, LE (уу, + òY) 


и T(YY, + òy) = yey, + ôny: = e (уу, + 645) + (N — £) ду», где 
n— #520, 6520. Значит, TP, (Y1) É р.Р,. Итак, все включения 


в цепочке строгие. 

Теперь мы покажем, что С(0’, в, 03) < С (0, в, оо). 
Заметим, что р.Р, = P; Ч Е(ах, Ви) 1Е (ф-т 8 x). Если 
Со, ah to T(P, ñ= F i т (p Pe) = P,P, = Pi Ey, L 
LE (ах, + Вх.). Значит, 

T(P По Pe) = Pa N p Pe = Pa LEY 


Таким образом, tx, = Ex, и т(ах, + Bx) E E (axı + Вх.). TIo- 
скольку q (%1, axı + Bx)Æ0, TO T leg 1px, Е Z (Ех! L Exo). 
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Если те=С(о’, о, O), то т должно отображать р.Р, 
в PP, Предыдущие рассуждения показывают, что из включе- 
НИЯ TEC (0’, 01, 05) следуют включения т |, к, S Z (Ех, 1 Ех.) 
ит |, 1, Е 2 (Би LE). 

Пусть теперь T E С (0°, 01, сз). Тогда т ley Leg, = (Ех, 1 Ех.) 
и т(р.Р.)=ь.Р,. Но т (Pe, N PaPe) — P, По. Pa == Pa ДлЯ 
|=], 2. Значит T(z LE) = En [В и tEn LE) = 
= Ex, LEy,„ Так как тх = Ех и TX E Ехо TO ty E Ey, и 
tip Е Eya» Пусть tyi = и TYa= ý, Так как tP: = Pe, и 
TPP, == PaP as TO 


т (ах! + BY) = а Ех, + В’бу E E (axi + В’), 
откуда с =. Аналогично, ту, = и, поэтому 


T lex, LEy, LE% LEY, € Z (Ex, L Ey, L Ex, L Eyo). 


Чтобы доказать включение C (0, 01, 03) S C (0', Oi, O2), положим 
У = РЕ LU LP, где U= Ех, 1 Ех. L Ep L Eys. Любой элемент т 
из С (0’, Oi, 03) перестановочен с с’ и Oj, поэтому остается про- 
верить его перестановочность с Oz. Поскольку т ЕС (0’, 01, 03), 
то Ре и U инвариантны относительно т. Но tly €Z (U), 
значит, т оставляет на месте 


Ра, i Р. ЕЕ„-Е (у, q бу,). 


Таким образом, t €C (0) и С (0°, а, 03) S C (0, ©, Oo). 
Пусть теперь те U; (У) определяется правилом 
у при y€ PLP, 
т (у) =3 ny при уе Ех, Ex, 
ту при уе=Еу 1 Бу», 
где пе 9/— {+1}. Ясно, что tÆC (o, о1, 03), так как 
то ÆZ (И). Столь же очевидно, что P,» рР, и PP, инва- 


риантны относительно т. Значит, t EC (б’, от, O2). 
Таким образом, 


сис, ею. Or 0) >C (0; 06 
Применяя AT', получим 
C(0) >C (o, A'a) >C (0, Ав, А) 5 6 (в, А A'o), 
где A`lo, Alo, n А ‘03 сопряжены с изометрией о, но не 


перестановочны с ней. Это противоречит теореме (3.5). Сле- 
довательно, dim Pe, = 1, что и требовалось доказать, 
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Теперь покажем, что предположение, сделанное перед (3.4), 
всегда верно: 


(3.7) P' Æ {0}. 


Доказательство. Пусть, напротив, Р’={0}, т.е. 


У = R’ и o’ не имеет инвариантных прямых в V. 

Если пространство У о’-циклическое, т. €. существует такой 
вектор х, что х, о’х,..., (0) 'х порождают И, то, как no- 
казывают прямые вычисления, централизатор С (0”) должен 
быть абелев. Но он не абелев, поэтому Г не может быть 
о’-циклическим. 


Через И, обозначим о’-циклическое подпространство из V, 


порожденное вектором у. Утверждается, что существуют такие 
Yis ..., Ив ИЗ У, для которых 


V =U, L ... L Ug, 


Пусть уже найдены такие у;,..., Yj, что V =U L... Оу, ЧУ, 
Тогда Оу, ..., Uy ‚и W инвариантны относительно о’. Вы- 


берем такой z€ W, 2520, чтобы dimU, была минимальна. 
Пространство И, или вполне изотропно, или регулярно. Мы 
утверждаем, что И, можно считать регулярным. В самом 
деле, пусть dim U, минимальна и U, вполне изотропно. 

Если q (г, 02) =0 для всех оС (0), то рассмотрим транс- 


векцию 1%, a Æ 0. Имеем ртар-' = t% С (1%) для всех ре 


ЕС (o^). Значит, Л “СС (0)=$, ввиду (3.1) и = 
= СС (o) =С (0). Но тогда o'z & Ez, что противоречит усло- 
вию P= {0}. 

Итак, существует изометрия p €C (0), такая, что 4 (2, pz) 0. 
Пусть ог=и- и, где ие, L... LU, ше У. Тогда 


q (z, w) == 0 и Q(Bz + w) 0 при подходящем Ве" 


Пусть dimU,=1+4 1 a o”t'z= У! 96". Поскольку p € 
y 5 


zl+1 


eC (0’), справедливо равенство o” *'ог = У) a o"pz. Подста- 


вляя вместо ог вектор u + w, получаем 


1 | 
otlu + о’ = У aou $ X aow. 
Ц=0 u=0 


Значит, 


1 
п И И 


Автоморфизмы унитарных групп над бесконечными полями 23 


Отсюда следует, что 
l 
o*l (B2 + w) = ао” (Bz + w), 


и, поскольку размерность U, минимальна, dim Огни также 
минимальна. Так как О (В2- &) == 0, то подпространство 
Ugz+w регулярно. | 

Итак, мы можем выбрать вектор у/+, из W, такой, что 
LTEN регулярно. Отсюда 


V =U, L ... И. 


Продолжая таким образом дальше, получим требуемое раз- 
ложение: 


У=И т... И, 


При этом Чат Оу, >22, 1=1,2,..., К. Значит k< <n? H 
dim V >24. Можно считать, что вы у; анизотропны. 
Для подходящих n, e из U изометрия p=, принад- 


лежит А — Z (А), i= 1, 2, ..., Е — 1. Пусть o; =0,0’р,-!, тогда 
любая изометрия те С (°’, у o PN o1) оставляет на месте 
каждое подпространство Uy, #=1, 2,..., k— 1, а значит, 


и Up, В самом деле, если ту; = и, + 0, и E Up, о EU}, то 
o'v, = 00; и 0Y, Æ 0,4;. Значит, т (0’у; — ву) = o'u, — o'u, = 
= Uy, HT отображает некоторый ненулевой вектор из Uy, в Üy 
Из минимальности dimU,, следует инвариантность подпро- 


странства Uy, относительно т. | 

Поскольку любое т из С (0, бе нЕ 9%-1) оставляет на 
месте каждое Иу,, то ах C(O, Op ..., Opg) абелев. 

E Гу 

Положим o; = A7! o; n p, =A р,. Тогда С (с, Ва ве) 
также абелев. Пусть W = Ех + Еох- ... + Ео,—х. Если 
ЕЛ ит| уе А(Й), то тЕС (5, в1,..., g=). Кроме того, 
din W << 1/2 и, значит, dim Wt 21/2 >2 

Подпространство W не является вполне изотропным, так 
как О (х) = 0. Значит, 


V =W, +1 (гаай +U, LU,ẹ, 


rae =, LradW и rad W + U, — гиперболическое mpo- 
странство, причем U, вполне изотропно. При этом dim И. >> 1, 
потому что Ат И, = ап гаа Я <&—1. Если rad W = {0}, 
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имеем включение 
tigt 
ly L U W JEC i Ou ..., eth 
что противоречит коммутативности C (в, Oj, ..., Og—1). Следо- 


вательно, rad W = {0} и существуют y = 0 в rad W иг=еО,, 
такой, что Q(z) 0. При подходящих n, e EU изометрии 


e € 
NT и 112,, лежат B С (0, Op... Ok_1)— Z (A), поскольку 2 
и = + у ортогональны подпространству W. Это снова противо- 
речит коммутативности С (в, 01,..., 0ь-—1). 


Итак, P’ = {0}, что и требовалось доказать. 


(3.83) Теорема. Пусть x — анизотропный вектор из V. 
Тогда AS, = $, для некоторого анизотропного вектора у из V. 


Доказательство. Возьмем o € $, — Z (А), тогда С (в)= 
=C (S) и Ao €&€ S, — 2(А) для некоторого анизотропного у 
из V. Следовательно, | 


Л (Sx) = ACC (S) = ACC (0) = СС (A0) = Sy, 


что и требовалось доказать. 


$ 4. Sx в случае изотропного вектора x 


(4.1) Теорема. Пусть x — изотропный вектор из У. Тогда 
S, = S, для некоторого изотропного вектора у из V. 


Доказательство. Пусть V = (Ez + Ех) LU, где Ez + 
О 1 
+ Ех == (| a) и (Ex) = Es LU. Пусть также 9 = Ey 1... 


... L Био Т.е. {Ui ..., Ип-о} — ортогональная база про- 
странства U. Возьмем ое S; — Z (А) и положим в’ = Ло. Ilo- 
скольку Ех ортогонально U, то SSC (0) для всех и=И. 
В частности, би, SC (6), i= 1, 2,..., n— 2. По теореме 3.7 
существуют анизотропные векторы 1,..., Uf o такие, что 
А (Su) = $. Очевидно, би, = Зи, при i=j и Su, = С (и), 


следовательно, о H 5 С (5%). Это означает, что 
i j ; 1 


t 
F / о 
векторы И, вины Ио попарно ортогональны и потому линеино 


независимы. Пусть U’ = Eu; 1... L Eu, Конечно, S; = 


=С (o) при #=1,2,.... п 2, так как би; РС (0). В част- 
ности, o'u, = Eu, для каждого i. 

Выберем вектор V= аш + ... F а,-ои„-, где все Q; He- 
нулевые, О (9) 5-0. Снова $, C (6). В то же время $. Æ 
E C (Sa) при i=l, 2,..., n— 2. Положим Sy = AS,, тогда 
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Sv = С (0’), так что o'v е Ev’. Пусть o'v = 0’ и o'u, = $u. 
Ясно, что q (°’, u) 0, так как ЕЕ [5 i Отсюда сразу 


1 
вытекает, что Ẹ=Ẹ; для i= 1, 2,.... n—2 и о’ |, E Z (0). 
Пусть W — регулярное подпространство с ортогональной 
базой x+ u, 1,.... И и V =(Ez + Ех) L W. Заменив 


в предыдущем рассуждении U’ на подпространство W’, no- 

рожденное векторами (x и)’, Up... U _o получим, что 

olw ЕД (W°). Теперь (хи!) и и ортогональны векторам 

и.,..., U, _, И Линейно независимы, потому что из $,.,„ # S, 
; / a T 

T Sy. Значит, dim (U’' + W’) = n — 1. Так 


следует, что $ 
как 5;+и EC (Зи), то 4 ((х + uy, и) >= 0 ибо" |, у.е RU + W’). 

Теперь воспользуемся тем, что NCC (6) >С (0). Имеем 
МСС (0) >С (6’), поэтому №” + U’ нерегулярно. Действительно, 
в противном случае было бы V = Ey L (W+ U’, и o = 
= $, — 2 (А), причем у анизотропен. Но тогда, как мы уже 
видели в $2, NCC (0o) =С (0°). 

Поскольку №’-- И’ вырождено, можно записать Еу= 
=(W' + U’) = У” +U’. Следовательно, о’ ЕЕК (Eyt) H 
o €E S} — Z (A). Отсюда 
AS, = ACC (0) = CC (0°) = Sy, 
что и требовалось доказать. 


5. Изоморфизмы Ф,. и P, 


В этом параграфе g будет обозначать полулинейный H30- 
морфизм пространства И на себя, связанный с автоморфиз- 
MOM u основного поля Е. Будем говорить, что g сохраняет 
ортогональность, если из q(x, у) = 0 следует, что д (gx, су) =0 
для всех x, y&V. Хорошо известно (см., например, [4], 
стр. 33—34), что g сохраняет ортогональность тогда и только 
тогда, когда существует такой элемент @а==0 из Е, что 
q(ex, gy) = aq (x, у)" для всех x, у из У. Таким образом, 
если g сохраняет ортогональность, то и g`! сохраняет орто- 
гональность; 4(х, у) =0 в том и только том случае, когда 
q (gx, ву) =0 и О (gx) =а0 (x) для всех x из V. 

Определим теперь автоморфизм Ф,: GL,(V)—> СГ, (У), 
полагая Ф, (6) = gog. Из определения непосредственно сле- 
дует, что 

= -F 
n a a TT D, = Q,- 
H 
det (D, (с)) = (det o)”. 
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(5.1) Если o и ®, (0o) принадлежат Ц, (У) и с имеет соб- 
ственное пространство ‚Ри вычетное пространство R, то ®, (с) 


имеет собственное пространство gP и вычетное простран- 
ство QR. 
Доказательство очевидно. 


(5.2) Если для любых анизотропных векторов X, у u3 V 
равенство q(x, у) =0 влечет за собой равенство q (вх, ву) =0, 
то в сохраняет ортогональность. 


Доказательство. См. утверждение 3.2 из работы 
О’Миры [6]. 

(5.3) D, является автоморфизмом группы О», (У) в том и 
только том случае, когда в сохраняет ортогональность. 


Доказательство. Пусть & сохраняет ортогональность. 
Тогда 


Q (Ф, (0) (х)) = Q (go g™' (х)) == 
= aQ (0 g—' (<) = aQ (2-3) = a (a—'Q (x) =Q (%) 


для всех xE V. Значит, Ф, (0) = U, (У). 

Теперь предположим, что Ф, — автоморфизм группы 
О, (У). Пусть хи, X2 — анизотропные векторы из V и q (х1,^) = 0. 
Возьмем изометрии 0, =5, — Z (V) и в. = Sx, — Z (У). Тогда 
De (01) Е Sg — Z (V) и Ф,; (02) E Sex, — Z (V). Ho o ЕС (0;), 
значит, Ф, (05) = C (Ф, (с и 5х. = Egx |) Egxi. Так как 
С (0) == С (3), то и С(Ф, (1)) = С (D, (02)), вх. в Евх,. Io- 
этому q (6^%1, 6х2) =0, что и требовалось доказать. 


Изоморфизм Л: A—> U,(V) называется гомотетией, если 
существует гомоморфизм %: А->7,(И), удовлетворяющий 
условию, что Л (0) =y% (0): в для всех вел. Данная гомоте- 
тия определяет единственный РА Хх, и мы обозна- 
чаем ее через P}. 


(5.4) Пусть gi, 2 — полуличейные изоморфизмы простран- 
ства У на себя, сохраняющие ортогональность. Пусть Ру» 
P, — гомотетии А. Следующие условия равносильны: 

(1) Da, ° Py = Dg, ° Pyas 

(2) Py, = Py, u Dz, = Po, 

(3) == U & = Ag, для некоторого а Е”. 


Автоморфизмы унитарных групп над бесконечными полями 27 


Доказательство. (3)=>(2). Заметим, что если gi = @55, 
то gr!=(a7!)}" gz!. Тогда 


—1 
gogy (х) = gola)" 81) = 
—а ‘2108! (x) = (a™') (a) в.в; ' (х) = gogz 1 (x) 
для всех xE V. Значит, Ps, =Ф,,. Очевидно, что Py, = Py, 


(2)=> (1). Очевидно. 
(1)= (3). Имеем Фи 0 Py = Oo ° Pyp или 


Da, (xı (0) : 0) = Da, (x2 (о) : 0), 
поэтому 


Da, (xi (0) : 0) = Da, (X2 (в) ' . Фи, (д, (0)) Е 2, (V) 


для всех ое Л. Отсюда 2508518061811 (х) < Ех для всех хе. 
В частности, ов. 15 (x) = Ев 180 (x). Пусть вектор х анизо- 
тропен и И=Ех LU. Пусть #518, (х) = ах + и. Если а=0, 
то и анизотропен и можно записать U = Eu L U’. Возьмем 
p Æ U+ (И) с условием, что ри <= Eu, и положим в=1,, р. 
Тогда ов; 18, (x)= ou = pu Æ Eu, но g3 18, в (x) = 8518, (x) = и. 
Значит, а Æ 0. 
Теперь возьмем о = nt? = S,—Z (A). Тогда 


og; 18, (x)= o (ах + и) = neax + nu 


и g3'go (x)= g3'g (nex) = & (ax и) для некоторого & € Ё". 
Следовательно, 
og; 18, (x) = Egz 186 (x) 


только в том случае, когда u= 0. Отсюда g'g (x)=ax и 
2518, — полулинейный изоморфизм пространства У, остав- 
ляющий на месте все анизотропные прямые. Значит, суще- 
ствует элемент q E&E’, такой, что 8518, (х) =ах для всех 
ХЕУТ. Поэтому в, (х) = в. (ах) = ой. (x) для всех хеЕХ, 
откуда gı = 9" ро. 

Из равенства g; = айс, следует, что e = Pg, а это 
вместе с (1) дает Py, = Py, и Xi = Xo. Тем самым утверждение 
(5.4) доказано. 


$ 6. Автоморфизмы группы А 


_ В этом последнем параграфе мы покажем, что произволь- 
ный автоморфизм Л группы А имеет вид Л (6) = y (с): D, (с) 


для некоторых Y% H g. 


28 А. Джонсон 


Мы уже убедились, что Л переставляет множества Sy, 
т. e AS; = Sx, причем х’ изотропен в том и только том 


случае, когда х изотропен. Так как AT! — тоже автоморфизм, 
то эта перестановка взаимно однозначна. Полагая L = Ех 
и [= Ех’, видим, что имеется взаимно однозначное соот- 
ветствие между прямыми из И, потому что S= S} тогда и 
только тогда, когда x E Бу. 


(6.1) Соответствие между прямыми, определенное автомор- 
физмом Л, сохраняет ортогональность, т. e. а9([4, [5) =0 
влечет за собой q (Li, 15) =0. 


Доказательство. Обозначим Г, = Ех; и Li= Eri, 
{== 1,2, Так как g (t %) =0, то S = С (Sa) илибо х = Er 
либо Sy = Sa Вели 4 = Ее, то $. =5 и Q(x) = 0%.) =0. 
Поэтому 5, — и Q(x) = Q(x) =0. Если x EE,» TO 
S = С (S3) H S; 52 Syg Отсюда q (Li, L4) =0, что и тре- 
бовалось доказать. | 

Так как Л 'о Л =id, то а (L, [5) =0а (Li, Li) =0. 


(6.2) Если Г, — прямые из V u Li — соответствующие им 
прямые, i=l, о, 3, то из L, = L, + L, следует М = 6+ [3. 


Доказательство. Пусть W= L, + L, W = Li + L3. 
Тогда 
Е = 1-1 95 
СЕ. Г) =0 ао). 
Возьмем прямую L e(r. Тогда Б= + и 4 (Е, [1) =0. 
Значит, д (Г/, Li) =0 и Li = (№11 = W’, что и требовалось 
доказать. 


По основной теореме проективной геометрии это соответ- 
ствие прямых индуцировано полулинейным изоморфизмом g 
пространства У на себя. Очевидно, © сохраняет ортогональ- 
ность, поэтому Ф,: А>0, (У) — изоморфизм. Соответствие 


прямых, индуцированное автоморфизмом Ф,, совпадает с тем, 
которое индуцировано автоморфизмом A T. e. если 0 E Sy, 


то Ло= м где 
S, = {о = О, (У) [© legat = R (Egx+)}. 


Поэтому ®z'o A: A—U,(V)— изоморфизм, индуцирующий 
тождественное соответствие прямых. 


(6.3) ф=Ф; о Л — гомотетия группы A в гриппу И. (У). 
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Tena: 


Доказательство. Мы знаем, что 1 ($,) = $, для всех 
x€ V. Пусть X — произвольный элемент из A H 0 E S; — Z (А). 
Тогда 


p (Z0 27) = 4 (5) (0) (>) ' E Spa 


p (2 ax’) = Szx. 


Отсюда Sys = Szr UÈ) LEER для всех xey, Хе A. По- 
этому $(;)Х '(х) + Ех для всех x, Х и b(A) ‘=, (У) 
для всех EEA. Положим х(У)=ф(>)х '. Тогда р (>) = 
=y% (2): X}, и так как ф — изоморфизм, то отображение 
y: A —> 7, (И) должно быть гомоморфизмом. Утверждение (6.3) 
доказано. 


Теперь легко получается наш основной результат. 


(6.4) Теорема. Пусть V — невырожденное эрмитово 
пространство над бесконечным полем Е размерности п È 3. 


Пусть А — группа, заключенная между UF (V) и 0, (У), т. e. 
И; (У) = А= И, (И). Если Л — автоморфизм группы А, то 


А (0) = D, ° P, (с) =х (о) ©, (0), ссд, 


где изоморфизмы P, и Ф, определены однозначно. 


Доказательство. По предыдущему для полулинейного 
отображения ©, индуцированного автоморфизмом Л, имеем 
равенство 


Ф, «АР. 


где Р, — гомотетия. Применяя Ф, к обеим частям, получим 
—1 
A (с) = ®, ° P, (0) = х(в)° + D (0), 


что и требовалось доказать, 


(6.5) Следствие. Если A= U, (У) или А = U (У), то Pa 
u D, — автоморфизмы группы A. 


Доказательство. Если o€ U; (V), то det (®©, (0)) = 
= (det о)" = 1. Значит, ®, (0) = U; (V), и, следовательно, O, 
и Р,=Ф; o Л — автоморфизмы группы A, 
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О СТРОЕНИИ ГРУППЫ СГ, НАД КОЛЬЦОМ 1) 
П. Кон 


Из введения ?) 


Общая линейная группа над телом, ее подгруппы и авто- 
морфизмы изучены довольно хорошо (см. [3] и содержащиеся 
там ссылки), однако мало что известно о соответствующих 
группах над произвольными кольцами. Отправной точкой 
в случае тел является замечание о том, что каждая обра- 
тимая матрица над телом есть произведение элементарных 
матриц. Естественно исследовать группы СЁ, (К) и над apy- 
гими кольцами с этим свойством, поэтому мы вводим в рас- 
смотрение обобщенно евклидовы кольца, или, короче, 
@Е-кольца, определяя их как такие области целостности 
(не обязательно коммутативные), над которыми для любого п 
выполняется условие 


@Е,. Каждая обратимая матрица порядка п является 
произведением элементарных матриц. 


СЕ-кольцами будут, например: 1) классические евклидовы 
кольца, 2) кольца со слабым алгоритмом [2], в частности 
свободные ассоциативные алгебры над полем, 3) групповые 
алгебры свободных групп и свободные произведения тел. 

В настоящей работе изучается группа СЁ. (Ю) над pas- 
личными типами колец, в частности над СЕ-кольцами. В 
отличие от евклидовых колец СЕ-кольца имеют внутреннее 
определение, не использующее функцию нормы, однако наи- 
более полное описание мы получим для СЁ,(Ю), когда R 
обладает такой функцией, точнее, когда Ю имеет дискретную 
норму, а также в случае, когда Ю — дискретно упорядочен- 
ное кольцо. 

Основным. орудием нашего исследования будет точное 
описание группы GL,(R) в терминах порождающих и опре- 
деляющих соотношений, когда К — так называемое универ- 
сальное СЕ-кольцо. Из этого описания будет видно, что 
СГ.(Ю) мало зависит от мультипликативного строения 


1) P. М. Cohn, Оп the structure of the GL, of a ring, Publs math. IHES, 
№ 30 (1966), 5—53. 


?) Введение и $ 2—8 публикуются в кратком изложении, $ 11, 
12 — в полном переводе. — /Грим. ред. 
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кольца R, в чем проявляется существенное различие между 
СГ, (Ю) при п=2 ип >2. Мы определим затем обобщение 
кольцевого гомоморфизма — И-гомоморфизм СЕ-колец, KO- 
торый, как и кольцевой, тоже индуцирует гомоморфизм соот- 
ветствующих групп GL, В качестве иллюстрации стоит OT- 
метить, что для любой свободной ассоциативной алгебры А 
над полем F не более чем счетного ранга группа СЁ. (А) 
изоморфна группе СЁ. (Е[х|) и известные нестандартные 
автоморфизмы группы @Ё.(Ё [x]), построенные Райнером [6], 
очень просто получаются с этой точки зрения. 

Мы рассмотрим также изоморфизмы между группами GL, 
над СЕ-кольцами в предположении, что кольца снабжены 
„остепеняющей“ функцией, причем элементы степени нуль 
обратимы. Будет доказано, что любой такой изоморфизм 
является композицией изоморфизма, индуцированного И-изо- 
морфизмом или ИЦ-антиизоморфизмом, центральной гомотетии 
и внутреннего автоморфизма (как и для тел [3], где И-(анти)- 
изоморфизмы превращаются в обычные (анти)изоморфизмы). 
Доказательство базируется на том, что над кольцами ука- 
занного типа все диэдральные подгруппы порядка 8 сопряжены, 
если характеристика тела ==2, а в характеристике 2 сопря- 
жены все подгруппы, изоморфные симметрической подгруппе 
степени 3. 


Сводка необходимых результатов из $ 2—8 


Пусть R — (ассоциативное) кольцо с единицей. Обобщая 
понятие К-алгебры при коммутативном k, назовем кольцо R 
с единицей Р-кольцом, если зафиксирован некоторый гомо- 
морфизм 0: k —> R, отображающий l в 

Пусть œR — ассоциативное кольцо с |. Элементы из R 
обозначаются латинскими, а обратимые элементы из R — rpe- 
ческими буквами. Пусть И (Ю) — группа единиц (т. e. обра- 


тимых элементов) кольца R, ПЦ, (Ю) = И (R)U {0}. Положим 
a 


в (1 J D (a) = [a, a7], в®=(_1 a) (2.1) 


и обозначим через D = D, (R) группу обратимых диагональ- 
ных матриц порядка 2 с коэффициентами из R, а через 
Е = Е. (Ю) — группу, порожденную всеми Е (а), а = R. Пусть 
B; (a)=I + ae;, где i j, Г— единичная матрица, a e; — 
обычная матричная единица. Тогда 


B (а) =Е(—а) Е (0), Вы (а) =Е(0) `` Е (a) 


E (0)= Ba (1) Ba (—1) Вь (1, Е@=Вь(—а)Е(0), 
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откуда легко усмотреть, что Е›(Ю) порождается также всеми 
B; (а) (a E R, #52]. Хорошо известно, что если R — евкли- 
дово кольцо, то GL,(R) порождается элементарными матри- 


669. 


В ‘общем случае это не так, и мы обозначим группу, порож- 
денную указанными матрицами, через СЕ. (Ю). Кольца R, 
для которых СЕ. (Ю) = СГ. (Ю), назовем СЕ5-кольцами. Оче- 
видно, такими будут все @Е-кольца, определенные во введении. 
Ясно также, что СЕ, (Ю) порождается группами D u Е. 
Для матриц (2.1) выполняются следующие соотношения: 


Е (x) Е (0) Е (у) =— Е (x + y), (2.2) 
Е (a) E (а-') Е (а) = — D (0), (2.3) 
E (x) [a, В] = [В, a] Е (В`'ха). (2.4) 


Здесь x, y ER, a, B&U (R). Кольцо, для которого соотно- 
шения (2.2)—(2.4) вместе с соотношениями группы D,(R) 
составляют полное множество определяющих соотношений 
группы СЕ. (Ю), назовем универсальным для СЕ.. В частно- 
сти, представляют интерес СЁ.-кольца, которые универсальны 
для СЕ., или, короче, универсальные @Е›-кольца. 

Из соотношений (2.2)—(2.4) и соотношений группы D, (R) 
вытекают следующие соотношения: 


E (xy ' = E (0) E (— x)E (0), (2.6) 
E(x) E (y) = E(x — y) E0) ' = — E(x —y)E (0), (2.7) 
E(x) E (y) "E (2) =E(x—y +2), (2.8) 

E (x) E (a™') E (y) = E (x — a) D (a™') E (y — a), (2.9) 


E(x) E (a+ 1)E(B+ 1)E()= 
=— E(x —a`')D (a) E(—1 — a` '— B~) D (B) E (y—8~'). (2.10) 


Кроме того, из них следует, что группа E,(R) нормальна 
в GE,(R) и каждый элемент А из СЕ,(Ю) записывается 
в стандартной форме 


—[а, В] Е(а,)... В(а,), (2.11) 


где а, REU (R), аа = R, причем a; &0,(Ю) при Е: 
H а, а. не равны одновременно нулю при г==2. 


2 Зак. 154 
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Если каждая матрица А из СЕ. (Ю) имеет единственную 
стандартную форму, то мы скажем, что кольцо R имеет 
единственную стандартную форму для СЕ.. Кольцо R naso- 
вем квазисвободным для GE, если на СЕ’. (Ю) нет соотно- 
шений вида W = [, где W — нетривиальное слово стандартной 
формы. Ясно, что в списке свойств: 

1) R имеет единственную стандартную форму для GE,, 

2) R квазисвободно для СЕ., 

3) R универсально для GE, 
каждое предыдущее свойство сильнее последующего. Отметим, 
что существуют примеры, показывающие попарное различие 
этих трех классов. 

Оказывается, что квазисвободными для GE, будут все 
дискретно нормированные кольца, а кольцами с единственной 
стандартной формой для СЕ, — все дискретно упорядоченные 
кольца. Сформулируем необходимые в дальнейшем опреде- 
ления и теоремы об этих кольцах. 


Определение. Норма на кольце R — это отображение 
| [из R в множество неотрицательных действительных чисел, 
удовлетворяющее условиям 

N.1. |х|=0 тогда и только тогда, когда х =0, 

№.2. [ху х|-Н|УЬ 

№3. |[хи|=|х Пу]. 

Будем говорить, что норма | | дискретна, а Ю — дискретно 
нормированное кольцо, если 

№4. |х|>1 для всех х=20 и равенство возможно лишь 
при x €U (R), 

N.5. не существует элемента хе R, для которого | < 
“|< 2. 

Легко видеть, что при выполнении М№.1, N.2, М.3 условия 
№.4 и №.5 равносильны условиям 

№.4”. |[а«|=1 для всех a EU (R), 

№.5'. |x| 22 для всех x ÆU(R). 

Определим по индукции последовательность целочислен- 
ных многочленов от неперестановочных переменных fi, 15, ...: 


е—; = 0, в =l, 


5.1 
ев (1, e.o.) tn) = en- (ti eeg 1—1) ia — Eai ...у 1—2). ) 


Заметим, что для N >20 номер многочлена e, совпадает с чи- 
слом его аргументов, поэтому в дальнейшем при точно вы- 
писанных аргументах индекс опускается. Имеет место равен- 
ство 


Е)... Е) =( 


ви чак М а ча, м) 
— e (ао, оо.) R — e (dp, ...) а.—1) 


) ‚ (5.2) 
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Следующая лемма — основная в вопросах единственности 
представления элементов СЕ. (Ю) в стандартной форме, когда 
Ю — дискретно нормированное кольцо. 


Лемма 5.1. Лусть а, ..., а, (г > 1) — элементы дискретно 
нормированного кольца R, такие, что a; EU(R) при {> 1. 
Гогда 

[ен Ве Вы ен в] (5.3) 
u 
е(@а,..., а,) 0. (5.4) 


Пусть, кроме того, норма на R удовлетворяет условию: если 
uE R, |и|=Г и |и-1|=2, то и=1. Тогда неравенство 
(5.3) можно считать строгим, за исключением случая, когда 
И noa mm m a 
= 2a. В этом исключительном случае E (ai) ... E(a,) равно 


Ii g а | 
(. я или |, в соответствии с четностью или нечет- 
ностью числа г. 


Из леммы 5.1 легко следует 


Теорема 5.2. Каждое дискретно нормированное кольцо 
квазисвободно для GE, и, значит, универсально для СЕ). 


Как показывает следующее предложение, стандартная 
форма элемента упрощается, если он имеет конечный поря- 
док. 

Предложение 5.4. Пусть Ю — кольцо, квазисвободное 
для СЕ.. Всякая матрица из СЕ’ (Ю), имеющая конечный 
порядок по модулю центра группы GE,(R), сопряжена с aae- 
ментом вида |a, В] Е (а) или [а, В] Е (0) Е (5), причем в первом 
случае а = Оь(Ю). 

Заметим, что матрица [а, В] Е (а) сопряжена в СЕ. (Ю) 
с матрицей вида [1, В] Е (а). 


Следующая теорема уточняет стандартную форму для 
инволюций, т. €. элементов порядка 2. ') 


Теорема 5.5. Пусть Ю — область целостности, квази- 
свободная для СЕ.. Всякая инволюция == — I e СЕ. (К) co- 
пряжена с одной из матриц вида 


m ( l 1) 
h —17’ 
1) В других работах используется несколько иное ONpOASNORUR HHBO- 


люции — ср. стр. 64. — Прим. ред. 


Pia 
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где h пробегает фиксированную заранее систему представите- 
лей смежных классов аддитивной подгруппы 2R в R. 

В частности, если 2Ю = В, то каждая нецентральная ин- 
волюция сопряжена с [1, —1]. 


Отметим следующие примеры дискретно нормированных 
колец: 


1. Кольца алгебраических чисел в поле комплексных чи- 
сел с обычной нормой. 

2. Пусть Ю — кольцо и Ц, (Ю) — тело, которое мы обозна- 
чим через k. Предположим, что на R задана остепеняющая 
функция, т. €. каждому а == R сопоставлено неотрицательное 
целое число или — со, обозначаемое d (а), причем 

D.1. 4 (а) = — с тогда и только тогда, когда а==0, 

D.2. d (а) =0 тогда и только тогда, когда а = U (R), 

D.3. 4(а— b) < max {d (а), а (b)}, 

D.4. d(ab)=d (a) + d (b). 

Кольцо R легко превращается в дискретно нормированное, 
если положить |а|=24‘@). Назовем R остепененным Е-коль- 
цом. Таковы, например, кольца многочленов над k от любого 
числа переменных, а также свободные ассоциативные алгебры 
над полем k. 

3. Если Ю — дискретно нормированное кольцо, то кольцо 
многочленов от одной переменной R [x] может быть дискретно 
нормировано по правилу 


[У ах [== Alul. 


Для остепененных А-колец справедлива более сильная, чем 
для дискретно нормированных колец, 


Теорема 7.1. Всякое остепененное К-кольцо имеет eðun- 
ственную стандартную ны для СЕ. и, значит, универ- 
сально для СЕ.. 


Хорошо поддается изучению группа СЕ, (Ю), если R — дис- 
кретно упорядоченное кольцо. 


Определение. Дискретно упорядоченным кольцом Ha- 
зывается линейно упорядоченное кольцо R, в котором для 
всякого Q4 E R из а_> 0 следует а Èl. 

Чтобы описать СЕ, (Ю) в этом случае, полезно включить 
в порождающее множество, кроме диагональных матриц, 
матрицы с положительными коэффициентами, поэтому мы 


заменим E(x) на 
| 
Р9=(1 в 
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В новых порождающих легко переписываются соотношения 
(2.2) — (2.10), может быть получен аналог леммы 5.1 и дока- 
зана 


Теорема 8.2. Пусть R — дискретно упорядоченное кольцо. 
Тогда R универсально для GE; более того, каждая матрица 
АеЕСЕ. (Ю) имеет единственную форму a 


A= [о, B] P (ai)... Р(а,), a е В, а, BEU (R), 


где a Z0, а>0 при |1 <1<ь, a если г=2, TO Q; и Q не 
равны нулю одновременно. 

Отметим следующие очевидные примеры дискретно упо- 
рядоченных колец: кольцо целых чисел, кольцо многочленов 
от нескольких переменных над кольцом целых чисел. Вообще, 
если Ю дискретно упорядочено, то таково и кольцо многочле- 
нов R[x]. Вместе с тем, xora- R[x] универсально для СЕ., 
оно не будет СЕ.-кольцом. В частности, кольца многочленов 
Z [х, „ees Xa] не являются _ СЕгкольцами при dal T: 


$ 11. Построение гомоморфизмов между общими 
линейными группами 


Пусть f: а гомоморфизм | колец '). Ясно, что он. HH- 
дуцирует гомоморфизм матричных колец fp? Ryp —> $, и гомо- 
морфизм групп 

Г: СГ, (В) > GL, (5). (11.1) 


Допустим, что g: R—=>S— антигомоморфизм колец, тогда g 
индуцирует антигомоморфизм групп g*: GL, (Ю) -> СГ, ($). Его 
композиция со взятием обратного элемента в группе СЁ. ($) 
есть снова гомоморфизм групп 


š: СТ, (В)-> GL, (S). | (11.2) 


В частности, при $ = А автоморфизмы и антиавтоморфизмы 
кольца R поднимаются таким способом до автоморфизмов 
группы СЁ, (Ю). Но так получаются не все автоморфизмы 
группы СЁ, (К). Если в — гомоморфизм группы GL, (R) 
В группу центральных единиц из R, то отображение А+ 


->А. A будет эндоморфизмом группы СЁ, (Ю), который мы 
назовем центральной гомотетией. Изучая автоморфизмы 
группы СЁ, (Ю), мы увидим позже, что для п>3 и для до- 
вольно широкого класса колец каждый автоморфизм группы 
GL, (Ю) является комбинацией f* или ğ с некоторым внутренним 


+) Подразумевается, что такой `гомоморфизм отображает единицу 
кольца в единицу. Е к - 
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автоморфизмом и центральной гомотетией. Для п==2 nmo- 
ложение иное, здесь нам понадобится следующее 


Определение. Пусть R, $ — кольца. Отображение f: 
R— S называется И-гомоморфизмом, если | — гомоморфизм 
х-> ох’ аддитивной группы R в аддитивную группу $, при- 
чем 

Гы! (11.3) 


(чаВ)’ = а’а’В’ для всех а E R, а, BEU (R). (11.4) 


Если g — гомоморфизм аддитивной группы R в аддитив- 
ную группу $, удовлетворяющий (11.3) и вместо (11.4) удо- 
влетворяющий условию 


(маВ) = В’а’а для всех a €E R, а, BEU (R), (11.5) 


то © называется И-антигомоморфизмом. 

Очевидно, И-гомоморфизм тел является обычным гомомор- 
физмом, это верно и для О-антигомоморфизма. Более того, 
справедливо более общее 


Предложение 11.1. Пусть Ю — кольцо, порождаемое 
(как кольцо) своими единицами. Тогда любой П-гомоморфизм 
кольца R в произвольное кольцо будет гомоморфизмом, 
а ИП-антигомоморфизм — антигомоморфизмом. 


Доказательство. Пусть хн>х’ — некоторый И-гомо- 
морфизм и 
R= {хе R | (xay = x'a для всех a €E В}. 


По свойству (11.4) Ro содержит И(Ю) и, если x, уе Ru то 
для любого а = R 


[(х — y) a} = (ха — yay == (xay — (yay = ха’ — уа’ = 
=W y) =y) a, 


T. e x— уе R Далее, (ху)’ =xy и для любого a E R 


(xyay = х’ (yay = x yd = (xyy а’, 


откуда следует, что xy E Ro. Вместе с (11.3) это показывает, 
что Ю — подкольцо из R, и, поскольку оно содержит единицы 
кольца R, то ЮВ, = R. Значит, f: x x — гомоморфизм. До- 
казательство для антигомоморфизмов аналогично. 

Из вида определяющих соотношений (2.2) — (2.4) непосред- 
ственно следует 
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Теорема 11.2. Пусть R — кольцо, универсальное для_СЕ., 
$ — произвольное кольцо и f: R—>S есть И-гомоморфизм 
xı x’. Гогда | индуцирует гомоморфизм 


г: СЕ, (Ю) > СЕ. ($) (11.6) 


по правилу 
Е (х)->Е(х’), la, В] => [< В']. (11.7) 


Если g: R— S есть П-антигомоморфизм, то в индуцирует 
антигомоморфизм 5“, определенный таким же способом, а no- 
этому индуцирует гомоморфизм 


č: СЕ. (Ю) > СЕ. (5) (11.8) 
по правилу 
E(x) E(x, le, В => lo, В". (11.9) 


Доказательство. Достаточно проверить, что опреде- 
ляющие соотношения (2.2) -- (2.4) и соотношения группы В. (Ю) 
выполняются, а это очевидно. 

Если | — гомоморфизм, то действие f* в (11.6) можно опи- 
сать более простым правилом 


(e J E „) +2 10 
ce d) 7 Ne d)’ aiii 
HO для произвольного И-гомоморфизма это уже He так. Хотя 
существует групповой гомоморфизм f* [заданный формулами 
(11.7)], он не обязан совпадать с отображением (11.10), ко- 


торое, вообще говоря, не будет гомоморфизмом. Подобное 
замечание справедливо и для И-антигомоморфизмов. 


Следствие. Любой О-гомоморфизм универсального 
СЕ.-кольца R определяет гомоморфизм (11.6) группы СГ. (КЮ), 
а любой его И-антигомоморфизм определяет гомоморфизм (11.8) 
группы СГ. (R). 


Если единицы кольца R (вместе с 0) образуют тело k, то 
О-гомоморфизм кольца R является Ё-бимодульным гомомор- 
физмом, переводящим 1 в 1. Он индуцирует мономорфизм 
тела k, так что И-гомоморфизм в этом случае будет просто 
Е-полулинейным отображением. Перечислим теперь некоторые 
частные случаи теоремы 11.2: 

1) Пусть R, $ суть А-кольца, причем R — универсальное 
СЕ.-кольцо и О, (Ю)=Е. Тогда любое КЕ-полулинейное ото- 
бражение А в S индуцирует гомоморфизм группы СЁ. (Ю) 
в СГ. (5). 
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= 2) Если R есть Е-кольцо со слабым алгоритмом, то JIO- 
бое Ё-полулинейное отображение А в А-кольцо $ индуцирует 
гомоморфизм группы СЁ. (Ю). 

3) Любое Е-линейное отображение К-кольца R со слабым 
алгоритмом (в себя) индуцирует эндоморфизм группы СЁ. (Ю). 

В случае, когда Ю — кольцо многочленов над полем от 
одной переменной, эта конструкция автоморфизмов группы 
GL,(R) принадлежит Райнеру [5, 6]. 

В качестве приложения перечисленных выше результатов 
рассмотрим случай, когда А — свободная ассоциативная ал- 
гебра над полем k не более чем счетного ранга. Как А-би- 
модуль она является векторным пространством счетной раз- 
мерности над k и поэтому изоморфна кольцу многочленов 
от одной переменной k [x]. Следовательно, группа GL, над сво- 
бодной ассоциативной алгеброй изоморфна группе GL, (k [x]). 
= Формулировка теоремы 11.2 упрощается, если в R oôpa- 
тимы только элементы = |: 


Теорема 11.3. Пусть R — кольцо, универсальное для GE, 
в котором обратимы только элементы + l, $ — произвольное 
кольцо. Тогда любой аддитивный гомоморфизм x> x из R 
в $, отображающий l в 1, индуцирует два гомоморфизма 
группы СЕ. (Ю) в СЕ. ($): один по правилу E(x)—> E(x’) и 
другой по правилу Е (х)-> Е (x'y`'. 


Следствие. Пусть Ю — кольцо, универсальное для GE., 
в котором обратимы только элементы + 1. Тогда существует 


автоморфизм группы СЕ. (Ю), отображающий E(x) в E (xy t}. 

Читатель сам сформулирует соответствующие утверждения 
в различных частных случаях, например для универсальных 
СЕ.-колец. Этот результат можно применить также к дис- 
кретно упорядоченным кольцам, где условие на обратимые 
элементы выполняется автоматически. 


$ 12. Анализ изоморфизмов общих линейных групп. 


Теперь мы рассмотрим обратную задачу: когда данный 
изоморфизм между СЁ, (Ю) и СГ, ($) индуцируется отобра- 
жением f: R— S? Наша цель — показать, что такое отобра- 
жение f существует, если данный изоморфизм домножить на 
подходящий внутренний автоморфизм и центральную гомо- 
тетию, причем в качестве f можно взять некоторый (анти)- 
изоморфизм, а при п=2 П-(анти)изомлорфизм. Мы ограни- 
чимся рассмотрением остепененных К-колец и предположим 
сначала, что п =2. Как и для тел, случай характеристики 2 
будет изучен отдельно. С другой стороны, теперь нет необ- 
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ходимости ограничиваться рассмотрением СЕ.-колец, наряду 
с ними будут рассмотрены кольца, над которыми все проек- 
тивные модули свободны. 


Лемма 12.1. Пусть Ю—остепененное Е-кольцо, где Е— тело 
характеристики 522, причем выполнено одно из следующих 
условий: 

1) R есть СЕ›-кольцо, 

2) каждый проективный (правый) Ю-модуль с двумя по- 
рождающими свободен. 

Тогда любая пара антикоммутирующих инволюций из GL,(R) 
некоторым внутренним автоморфизмом переводится в пару 


п, —1], Р0=(1 о). 


Доказательство. Пусть А, В — антикоммутирующие 
инволюции. Если выполнено условие 1), то по теореме 5.5 
инволюция А сопряжена с матрицей [1, —1!], поскольку А 
нецентральна. Если же выполнено условие 2), то мы рассмо- 


| 
трим Е ==> (1 + A). Очевидно, Е — идемпотент и, так как 


А Æ Г, то Е #0, Г. Идемпотент E определяет разложение 
пространства R? в прямую сумму ядра и образа, которые по 
условию 2) являются свободными А-модулями. В базе, corja- 
сованной с этим разложением, Е имеет диагональный вид 


0 0 
зом, при условии 1) или 2) А приводится к виду [1, —1]. 


п в—(“ a) A`'BA ( K T5) TI 
усть теперь В=(, gj)» тогда "= |, gJ- По 


предположению АВА = — В, поэтому а=а==0. Но B=], 
откуда bce = 1, т. e. b, c EU (R). Сопрягая В матрицей fb, 1], 
перестановочной с А, получим [с, 1]B[{[b, 1] =P (0). 

Теперь пусть А — остепененное А-кольцо, S — остепененное 
Е’-кольцо, причем k и k’ — тела характеристики Æ 2. Пред- 
положим также, что одно из колец R, S, скажем S, либо 
является СЕ.-кольцом, либо все проективные модули над ним 
свободны. Пусть 


10 
= ( ). значит, в этой базе А=[1, —1]. Таким обра- 


f: GL (в) 61, ($) (12.1) 


— изоморфизм. Обозначим для краткости через Ду инволю- 
цию [1, —1] (над R или S). Над. любой областью целост- 
ности — / характеризуется как единственная центральная HH- 
волюция, поэтому (— /) |= — I. Так как Бу и P (0) — antu- 
коммутирующие инволюции из СЁ. (КЮ), то их образы OTHO- 
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сительно f — антикоммутирующие инволюции в СЁ, (5). Это 
верно и для 1(Оу!), n(P (0) f), где n— одно из чисел = 1. 
Сделаем для N определенный выбор, тогда, взяв компози- 
цию Î с некоторым внутренним автоморфизмом группы СФ. ($), 
можно считать (по лемме 12.1), что 


Ру = nDo, P (0) f = nP (0). (12.2) 


Ввиду (12.2) централизатор матрицы Do B GL, (R) отобра- 
жается на централизатор Do в СЁ.($). Но он совпадает 
с множеством диагональных матриц, поэтому f отображает 
О. (R) на 0О.($). Наша ближайшая задача — получить харак- 


h 
). Полагая T = 


теризацию треугольных матриц T (h) = ( о 1 


= T (h), T? = D'TD, имеем 


(ТО =I, (12.3) 
TPT = ТТ? для всех D e D, (R). (12.4) 


Матрица U =Tf удовлетворяет тем же уравнениям. Поло- 
жим U= (° а)’ D = [1, 8]. Приравнивая элементы на месте 
(1,1) в равенстве UPU = UUP, получим 


(6—5 с=0. (12.5) 


Если тело К’ содержит больше, чем 3 элемента, то сущест- 
Byer д =”, такой, что 6520, 6521. Используя (12.5), видим, 
что в этом случае В =0 или с==0. Поскольку характери- 
стика тела А’ не равна 2, то остается рассмотреть случай, 
когда k’ — тело из трех элементов. Приравнивая коэффициенты 
матриц в равенстве (UD) = I, вытекающем из (12.3), полу- 
ЧИМ 

ab = bd, ca= dc, а?— be = d — cb =1. (12.6) 


Кроме того, в этом случае T? =], значит, U? = I. Но 


y me ea Ņem 2ab ) 
~ Ncea+de 4-06] A 2de 2942-17’ 


2a — a + 2abc * ) 


DEON j o ТРЕЕ 
1=0 = ( P 248 — d + 2dcb 


откуда a4a(2a?— 1 + 2bc)= 1, d(2d?— 1 + 2cb)= 1. Это озна- 
чает, что аа 4=И ($) =Ё’, т. е. a, d= 1. Следовательно, 
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= 4 =|, и из последнего равенства в (12.6) получается, 

в bc =0. Мы снова заключаем, что либо b =0, либо с==0. 

Пусть b0, тогда с=0. Из равенств (12.6), которые 

всегда справедливы, следует, что а?==04=1|, т, е. 

(@-+-1(а—1)=0. Так как $ — область целостности, то 

а=-=| и аналогично d= + 1. Более того, первое равен- 
ство в (12.6) показывает, что а = d. Итак, U имеет вид 


›-= (1) pn 


и, очевидно, каждая такая матрица удовлетворяет условиям 
(12. 3) и (12.4) для Г. Точно так же при b =0, с=2=0 заклю- 
чаем, что U имеет вид 


s=a(! $) z 


и эта матрица опять удовлетворяет условиям (12.3) и (12.4). 
Наконец, при 6 =с=0 легко видеть, что а=а=-| и 
U равно + I или + Ду. На этом все возможности для U nc- 
черпаны. | 

Изоморфизм f отображает диагональные матрицы на 
диагональные, поэтому он отображает каждую матрицу Т (h) 
в матрицу вида (12.7) или (12.8). Рассмотрим Т (1). Если 
Т (1) =Т ($), з=5, то $520, поскольку f инъективно. Так 
как T(h)f перестановочно с T (5) =Т (1)} для любого AER, 
то T(h)f имеет вид (12.7). Значит, f отображает подгруппу 
B (R) = {B (а) |ае В} в подгруппу - B(S). Если Т (0 f = 
= Во ($), то возьмем композицию f с внутренним автомор- 
физмом, производимым элементом Е (0) = DP (0). Новый 
изоморфизм { оставляет (12.2) без изменения с точностью до 
замены N на — N, но теперь T (1) f= E (0) "Ва ($) Е (0) = 
= Т(— $), так что этот случай по существу сводится к преды- 
дущему. Более точно, мы показали, что композиция | с под- 
ходящим внутренним автоморфизмом удовлетворяет форму- 
лам (12.2) при n= 1 и отображает Bi (R) в = B(S). 

Итак, можно записать, что 


T (x) f = e (x) T (x°), (12.9) 


тде xı—> x’ — отображение R в S, a x> e (x) — отображе- 
ние R B {+1}. Поскольку T (x)T (у) =T (x+ y), то 


e (x +y) T (œ у) = e (x) e ТТ (y9) = 
=e (x) e (y) T (x9 + y9). 
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Отсюда 
(e+ y = у, (12.10) 
e (x) г (у) = e (x + у). (12.11) 
Полагая в (12.11) y =x, найдем, что e (2x) = e (x)= 1, 3Ha- 
чит, e(x)=1 для всех x& R. Уже отмечалось, что x0 Æ 0 


при x 0, поэтому из (12.10) следует инъективность отобра- 
жения о. 


Повторяя те же рассуждения для f~! вместо f (и читая 
(12.2) справа налево), получим, что с — изоморфизм адди- 
тивных групп R и S. Теперь рассмотрим E (x): 


Е (x) = DT (x) P (0). 
Применяя f, видим, что E(x) f = n?DaT (x°) P (0), откуда 
E (S f= E (49). (12.12) 


Если подействовать отображением f на соотношение (2.3) и 
с помощью (12.12) упростить результат, то получится 


Е ((a-1)°) Е (a°) Е (а-—')°) = — D (07!) |. 


Правая часть этого равенства принадлежит 0.($), следова- 
тельно, такова и левая часть, но это возможно лишь при 
аб € U, ($). Учитывая, что af Æ 0, применим (2.9) и получим 


D (a7!) f = — Е(а- 1) — (a°)™') D (a9) Е (а) — (г). 
Приравнивая коэффициенты на местах (1,2), получим 
(а-1)° = (аб). (12.13) 


Обе части этого равенства будем обозначать через а-°. При- 
менив (12.13) к предшествующему равенству, получим D (а !) {= 


= ((а°) '). Заменяя а на a`! и снова используя (12.13), по- 
лучим 


D (a) f = D (a°). (12.14) 
В частности, при a= | имеем 
| 19° =|. (12.15) 


По теореме Хуа Ло-гена (см., например, [1], стр. 58—59) 
из (12.10), (12.13) и (12.15) следует, что o — гомоморфизм 
или антигомоморфизм тела k в k’. Те же рассуждения для т 
вместо | показывают, что в действительности о — биекция 
между k и К’, а потому изоморфизм или антиизоморфизм. 
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Если мы применим f к (2.4), то получим 
D (а-°) Е (а°хса°) = Е (x°) D (a°) = D (а-°) Е ((аха)°) 
и, значит, 
(axa) = хо’ — (хеВ, aEcU(R)). (12.16) 
В действительности это соотношение можно использовать 
в доказательстве теоремы Хуа Ло-гена. Более общо, с no- 
_ мощью этого соотношения, следуя в точности доказательству 
теоремы Хуа Ло-гена, можно показать, что либо 

(ахВ)” == о’х°В’, (12.17) 
либо 

(ахВ)? = В°х°а (12.18) 
для всех хе R, а, BEU (R). Таким образом, с есть U-n3o- 
морфизм или И-антиизоморфизм. 

Рассмотрим действие f на диагональные матрицы. Каждую 
такую матрицу можно привести к виду [1, a] умножением на 
матрицу D(B) при подходящем В. Но D(B)f определяется 
формулой (12.14), а образ [1, a] при изоморфизме f диагона- 
лен. 


Пусть 
[1, а] f = [©^, о". (12.19) 


Так как Р(0)[1, a] Р(0)=[а, П=[а, a-t] [l, a], то имеем 
[4°, a°] [@^, о] = P (0) [^, a!] P (0) = [о, a], откуда 


| a! = аба^. (12.20) 
Ввиду этого равенства 
la, B] f= (le, a~l, а] ) F= lat, a~] ilap)", (08) (@8)\], 


т. е. 


[«, В f= [°, а-° (ов)? ] (aB). (12.21) 
Предположим теперь, что о есть О-изоморфизм. Тогда 


la, B] f= [0°, B°] (а8)^. 
Отсюда H из равенства 


[, ов] = [1, a] [1, В] (12.22) 
[1, a9B°] (@8)^ = [1, a°] а^ [1, B°] В^, 
(ов) == [1, В-°] а^ [1, 8°] В*. 


получим 


т. е. 
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Сравнивая коэффициенты на месте (1, 1) в последнем соот- 
ношении, найдем, что 


(ap) = a*B", 


а сравнивая коэффициенты на ‘месте (2, 2) и пользуясь по- 
следним равенством, получим 


Ba = ags, (12.23) 


Таким образом, A — гомоморфизм группы U (R) B U(S), 
а поскольку с отображает U (R) на U (S), то из (12.23) сле- 
дует, что aê централизует U (5). В силу (2.4) 


[8°, a] (8) E ((В-!хо)°) = Е (х°) [@°, B°] (ap)” = 
= [8°, а] Е (В-°х°а°) (aß). 


Отсюда снова получаем, что (axp) = асх°В°. Пусть В=1, 
x= уа`!, тогда а^Е (5) = E (y°) aè, и, следовательно, O° лежит 
в центре кольца $. Таким образом, À — центральная гомоте- 
тия, а f, согласно (12.12) и (12.21), — композиция изомор- 
физма, индуцированного О-изоморфизмом в, и центральной 


гомотетии À. Наконец, из (12.21) и (12.2) получаем = (—1)^. 
Пусть теперь o есть И-антиизоморфизм, тогда ввиду (12.21) 


[a, B] f= [45, а-В°ас] (ав). 


Если выразить À через ø H p с помощью (12.20), то это co- 
отношение перепишется в виде 


[«, B] F = [В-°, a-°] (аВ)". 


Применяя его к равенству (12.22), найдем, что u — гомомор- 
физм группы U (R) в центр группы U ($). С помощью (2.4) 
доказывается, как и выше, что на самом деле që лежит 
в центре $. Таким образом, {— композиция изоморфизма, 
индуцированного О-антиизоморфизмом с, и центральной TO- 
мотетии и. 

Эти результаты можно суммировать в виде следующей 
теоремы. 


Теорема 12.2. '). Пусть R — остепененное Е-кольцо, $ — 
остепененное Е’-кольцо, где k u К’ — тела характеристики =Æ 2. 
Пусть либо $ есть СЕ.›-кольцо, либо все проективные 2-порожден- 
ные $-модули свободны. Тогда любой изоморфизм из GL,(R) 
в СГ.(5) совпадает на группе СЕ’ (В) с композицией изомор- 


1) Формулировка исправлена, — Прим. ред. 
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физма, индуцированного некоторым ОИ-изоморфизмом или 
О-антиизоморфизмом, центральной гомотетии и внутреннего 
автоморфизма. 


Эта теорема включает в себя результат Райнера [6] для 
R = S = k |x] и более ранние результаты Шрайера — ван дер 
Вардена и Хуа Ло-гена (см. [3] и содержащиеся там ссылки). 

Если R — некоторое К-кольцо, то характеристика тела k 
отлична от 2 тогда и только тогда, когда GL,(R) содержит 
центральную инволюцию. Значит, если дан изоморфизм 


f: СЁ, (К) = GL, (5), 


где R есть Ё-кольцо, а $ есть А’-кольцо, то характеристики k 
и k’ равны или не равны 2 одновременно. Чтобы разобрать 
оставшийся случай, нам нужна лемма, аналогичная лемме 12.1. 
Если лемма 12.1 утверждает в характеристике 2 (и при yka- 
занных выше предположениях) сопряженность диэдральных 
подгрупп порядка 8 группы СЁ. (Ю), то следующая лемма 
утверждает в характеристике 2 сопряженность подгрупп типа 
симметрической группы степени 3. 


Лемма 12.3. Пусть R — остепененное Е-кольцо, где k — 
тело характеристики 2. Предположим, далее, что R есть 
СЕ5-кольцо. Гогда любая пара инволюций из СЁ. (Ю), произведе- 
ние которых имеет порядок 3, подходящим внутренним авто- 
морфизмом переводится в пару Т (1) (= В1› (1), P (0). 


Доказательство. Пусть А, В == СГ. (Ю) — данные HH- 
волюции и С = АВ. По предложению 5.4 и следующему за 
ним замечанию С можно привести к виду 


[1, 1 Е (а) или [a, B] E (0) E (6b). (12.24) 


Предположим, что С имеет второй вид. Сравнивая коэффи- 
циенты матриц в обеих частях равенства C? = [, найдем, что 


a = B3 = 1, ба? + Bba + В*=0. Сопрягая С матрицей E (В?) ', 
получим 
Е (В*фа) [а, В] Е (0) Е (b) Е (0) Е (B*ba) E (0) = 
= [В, а] E (Вбо”) E (0) Е (b) Е (0) E (В*фа) Е (0) = 
= [В, a] E (b + RB ba + Bba’) Е (0) = 
= [В, а]. 
Таким образом, С можно привести к диагональному виду. 


Если С имеет первый вид (12.24), то из уравнения СЗ ==/ 
следует, что В=а?, а3=1. Если а521, то “+ а-+1=0, 
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———> 


l 


l 
тельно, С приводится сопряжением к одной из матриц 


(1 м la, В]. (12.25) 


Мы утверждаем, что на самом деле С сопряжена с первой 
из этих матриц. Поскольку С имеет порядок 3, то из подо- 
бия С второй матрице следовало бы, что а = B? = 1 n a, В не 


| 
и, сопрягая С матрицей ( a) получим [B, 1]. Следова- 


равны | одновременно. Пусть a= 1 и A= . Сравни- 


а 
вая коэффициенты на месте (1,1) в равенствах 4? == (АС)? =], 
видим, что Q? + bce = а? + bpe = 1, откуда 6 (В — 1)c=0 n b 
или с равно нулю. Пусть b = 0. Тогда a= d = 1, и, сравни- 
вая коэффициенты на месте (2,2) в равенстве (АС)? == [, no- 
лучим В“=|, т. e. B= 1 — противоречие. Аналогичные pac- 
суждения проходят при с==0. Следовательно, ни Q, ни В 
в (12.25) не равны 1, т. е. а, В — корни уравнения 


ж--х--1=0. (12.26) 


Предположим сначала, что это уравнение имеет корень O 
в центре тела k. Тогда (а — o) (a — œ?) = 0, откуда a= или 
о == 02. То же справедливо и для В. При В==а матрица С 
скалярна, оставим этот случай на время в стороне и, не 
прерывая рассуждений, будем считать, что В == а. Тогда 
| 


1 
вый вид из (12.25). Если уравнение (12.26) не имеет корней 
в центре Z тела k, то оно неразложимо над Z и, значит, 
все его корни в А сопряжены [4]. Поэтому существует эле- 
мент y Æ k, такой, что у-\Ву =а!. Сопрягая [а, В] матрицей 
1, y], мы сведем этот случай к а 


В =a! и, сопрягая С матрицей ( r), получим для C nep- 


Итак, С можно привести K виду | о) (с отмеченным 


выше исключением). По предположению С = В, C7! = BA, 
откуда 
CB = A= BC™!, (12.27) 


ну 
Полагая в=(“ r) и используя выражение, найденное 


для С, сравним коэффициенты в (12.27). После упрощения 
получим 
z=u, u+ v+ w=0, 
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Сравнив коэффициенты матриц в равенстве В?==/, найдем, 


ош 
что uv = vu, и? + vw = 1. Кроме того, л= (° o) По Teo- 


peme 5.5 матрица А подобна T (h) при подходящем AER, 
а В 


т. е. существует обратимая матрица Р = с а)’ Такая, что 
АР =РТ (h). (12.28) 
Снова сравнивая коэффициенты, получаем 
va + wc =a, vb+ ша=ай-Ь, 
ua +- vc=c¢c, ub+vd=bh+d, 
или, после упрощения, 
(v + Па= ис, (v+ 1)b + ша = ай, (12.29) 


ua = (ос, и (v+ l)d=bh. 
Перепишем (12.28) в виде 


a+nr=P(; с). 


Для первых строк этого матричного уравнения имеем 


(© 1, мР= (0, ай), (12.30) 
значит, | 
(0+1, ш) = (0, ah) P`}. (12.31) 

Из первых двух равенств (12.29) следует, что 
(v+ 1)c + w(a +4 с) —=а, (12.32) 


a из (12.31) получается, что ай — общий левый делитель 
для v41 и w. Поэтому а=айЕ, и й— единица, скажем, 
й =". Комбинируя (12.32) и третье равенство из (12.29), no- 


Лучим 
b+ ст | 
(v + l; (алена = 0 


Используя (12.30), перепишем это в виде 


ар 
(ету (фотон) E) 
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Если а==0, то с 520, и первые два равенства из (12.29) no- 
казывают, что ш=0, v=l, а тогда и=1|. В этом случае 
сопряжение с помощью C7! приводит к требуемому виду. 
Если а ==0, то an = 0, и из последнего равенства следует, 
что 


b k 
p~ (тели )=() для некоторого ке Р. 


(ела) =2(о). 


откуда b= ст - ай, d=(a + c)n + ck. Подставим эти значе- 
ния в Р: 


(e À (e ak + ст ) ( С С o) 

"=p ai l ck+la+on)] e а-фс/\0 т/` 
a c 

Отсюда видно, что матрица P; = (° = n) обратима. Ясно, 


| 


1 0 
мощью P, мы получим T(1). То же самое сопряжение npu- 
водит матрицу В = АС к виду Р(О), что мы и хотели noka- 
зать. 

Осталось лишь заметить, что случай С == o1, где о — корень 
уравнения (12.26) из центра тела k, невозможен. Предполо- 
жим противное и введем обозначения 


Поэтому 


что P, перестановочна с с= ( ) и, сопрягая А с no- 


Ю* = {хе | хо=ох}, В = {хе R | xa =0%}. 


Для краткости элементы из Rt будем называть симметрич- 


ными, а элементы из Ю — кососимметричными. По предпо- 
ложению каждый элемент из k симметричен. Покажем, что 
каждый элемент из R выражается в виде суммы симметрич- 
ного и кососимметричного элементов, причем единственным 
образом. В самом деле, если 


x=x" +x, KER, s=, (12.33) 
TO 
ox = xto хо’. (12.34) 
Решая эти два уравнения, найдем, что 


xt = 0’ ох, хо = хо ох. 
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Итак, для xt H X7 возможен единственный выбор, и ясно, 
что он удовлетворяет (12.33). Из равенств (12.27) имеем 


oB = Во", 


поэтому все элементы в В кососимметричны. Матрица В об- 
ратима, поэтому имеет вид 


la, В] Е (41)... Е(4,). 


Обозначая первую строку матрицы В через (а, b) и используя 
лемму 5.1, получим 


а = а, а’, (12.35) 
где 4 (а’) <а(5). Сравним здесь симметричные компоненты: 
b (q4) + (@)" ==0. 


Ho 4((а’)*) <а (а) <4(5), значит, (а’)* = (4,)` =0, T. е. 
а’ кососимметричен, а 4, симметричен. Следовательно, эле- 
менты матрицы ВЕ (4, ° кососимметричны. Используя muH- 
дукцию по г, заключаем, что [а, В] состоит из кососимме- 


тричных элементов, но это противоречит включению в = Вт. 
Тем самым Лемма 12.3 полностью доказана. 


С помощью этой леммы легко получить в характеристике 2 
теорему, подобную теореме 12.2. Пусть 


f: СГ, (К) > GL, (5) 


— изоморфизм, причем А — остепененное А-кольцо, $ — осте- 
пененное А’-кольцо, k и А’— тела характеристики 2, а S есть 
@Е.-кольцо. В группе GL,(R) матрицы Т (1), Р(0) образуют 
пару инволюций, произведение которых имеет порядок 3, 
следовательно, таковы и их образы в СГ. (5). По лемме 12.3 
можно считать (домножив Î на подходящий внутренний авто- 
морфизм группы СГ. (5)), что 


T(1)f=T(1), P(0)f= P (0). (12.36) 


Подгруппа Bio (R) из GL,(R) может быть охарактеризована 
как максимальная абелева подгруппа периода 2 из централи- 
затора матрицы Т (1) в СЁ. (Ю)'). Поэтому она отображается 


1) А также как множество всех инволюций из централизатора ма- 
трицы Г (1) с добавленной к ним единичной матрицей. 
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на В,.($) — максимальную абелеву подгруппу ‘периода 2 из 
централизатора Т(1) в GL,(S). Таким образом, существует 
отображение о: Ю->5, такое, что 


T (x) f =T (x°), XER. 
Из соотношения (2.2) имеем 


(ну = у, (12.37) 
а ввиду (12.36) 
1° =1. (12.38) 


Диагональная матрица D из СЁ.(Ю) характеризуется тем, 
что D и Р(0)ОР(0) нормализуют В; (Ю). Следовательно, 
{ отображает диагональные матрицы над R в диагональные 
матрицы над S. Далее можно в точности повторить рассужде- 
ния из доказательства теоремы 12.2 и заключить, что спра- 
ведлива 


Теорема 12.4. Пусть Ю—остепененное Е-кольцо, $—осте- 
пененное К’-кольцо, k u К’— тела характеристики 2, а $ есть 
СЕ›-кольцо. Тогда каждый изоморфизм между СГ. (R) и СГ. (5) 
является композицией изоморфизма, индуцированного И-изо- 
морфизмом или И-антиизоморфизмом, центральной гомотетии 
и внутреннего автоморфизма. 


В заключение мы коротко обсудим изоморфизмы группы 
СГ, (Ю). Оказывается, что методом, подобным использован- 
ному при доказательстве теоремы 12.2, получается 


Теорема 12.5. Пусть Ю — остепененное Е-кольцо, $ — ocre- 
пененное Е’-кольцо, Е и К’ — тела характеристики ==2. Пред- 
положим также, что любой конечно порожденный проективный 
5$-модуль свободен. Тогда каждый изоморфизм между СЁ, (Ю) 
и СГ, ($) при п 3 является композицией изоморфизма, инду- 
цированного некоторым изоморфизмом или антиизоморфизмом 
из R в S, центральной гомотетии и внутреннего автоморфизма 


Доказательство. Группа СЁ, (В) содержит систему J 
из 2” перестановочных инволюций [=1,..., +1], причем cum- 
метрическая группа » степени п естественно действует на J. 
Каждая орбита относительно этого действия состоит из 


(,) элементов, где А ==0, 1,..., п. Всего имеется n+ 1 


орбит. Изоморфизм | переводит J в множество из 2" mepe- 
становочных инволюций, лежащих в СЁ, (5). Если P — инво- 
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| 
люция, то Е =- (1--Р) — идемпотент, и мы получаем 2” nepe- 


становочных идемпотентов в матричном кольце $„. Поскольку 
по условию проективные 5-модули свободны, то каждый идем- 
потент диагонализируем, а множество перестановочных идем- 
потентов можно одновременно привести к диагональному виду 
с элементами 0, | на диагонали. Подходящим сопряжением 
приведем 2” перестановочных идемпотентов к виду Е == 
—=[е,..., enl, где e; ==0 или 1. Но Р=2Е—[ — снова инво- 
люция, так что мы имеем в СЁ,(5) систему из 2" переста- 
новочных инволюций диагонального вида. Более точно, при- 
меняя подходящий внутренний автоморфизм, можно считать, 
что для любой инволюции P = [e;, ..., а, |, в; = 1, матрица 
РЁ диагональна, причем на диагонали стоят элементы 1. 
Если г — число тех в;, которые равны +1, то назовем P Un- 
волюцией типа (г, n— г), или, короче, (г, п — г)-инволюцией. 
Подгруппа группы Х, централизующая (г, п — г)-инволюцию, 
имеет вид È, X B-r, поэтому, если P имеет тип (г, п — г), то 
РЁ будет типа (г, n—r) или (п-—г, г), т.е. Pf или —Р} 
имеет тип (r, n— r). Инволюции P, ..., Pa типа (1, n— 1) 
составляют одну орбиту относительно X, значит, Pif, ..., Paf 
сопряжены и, следовательно, все имеют тип (l, n— 1) или 
(n— 1, 1). Домножив f на подходящий внутренний автомор- 
физм, можно считать, что 


Pf = nP;, (12.39) 


где n= +1, =1,..., n. Так как любая инволюция P из] 
есть произведение инволюций Р;, то PÎ = рР, где np =w, 
если P имеет тип (г, п—г). Пусть $, — подстановочная матрица, 
соответствующая подстановке се». Тогда So !P So = Ри. 


Применяя f, получим, согласно (12.39), что SAP, (Sa) = Pig 


Следовательно, матрица $. ($.1) 'перестановочна c P), ..., Ри, 
а потому диагональна и 
Sof = Роз. = (12.40) 
Пусть о =(1 2... п) — цикл длины n, О, =[9,..., Qal. 
Из равенства Sp = I следует, что 
Qnan- ... Q == 1. (12.41) 


Если сопрячь образы относительно f одной и той же диаго- 


нальной матрицей T = [\1,..., \„|, то матрицы из J не изме- 
нятся, а (12.40) примет вид 


Sof = обо, где Do =T 'DoSoTS3!. 
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В частности, 
ЕЕ ИЕ: м sd 
D= LYi 4 Yp? Ya QYjs ..., Ya а, |. 


Наша цель — выбрать = +1 и y; (=1,..., п) так, чтобы 


было 
Yria Y = $, (12.42) 


где i=l, ..., ПИ Yo yı =1. Если это сделано, то в силу 
(12.41) будем иметь 


Yi == 05, Vo = WYE == 9205", ... 
E O E E T 


Обратно, если выполнены последние равенства, то справедливы 
и равенства (12.42). Но последние уравнения всегда разре- 
шимы при четном п, а если п нечетно, то они разрешимы при 
условии, что = l. Применяя подходящий внутренний авто- 
морфизм (индуцированный диагональной матрицей), можно 


считать, что для о=(1 2... n) равенство (12.40) имеет вид 
Sof = x (6) So» (12.43) 

где х — линейный характер группы %. 
Пусть т = (1 2) — транспозиция, О. = [81,..., Ba]. Из соот- 


ношения S= I следует, что В.В, =1, В ==1 (1 > 3). Диагона- 
лизируя $., Легко убедиться, что 9.— инволюция типа 
(1, и — 1), а $5./ имеет тип (1, n— 1) или (п — 1, 1). Отсюда 
следует, что В; = В. = ... = Ba (= 1). Таким образом, 


РБ. == [В, и ô... ôl, ô= l. 


Теперь равенство (1 2... n)=(n п 1) (и—1 п—2)... (32) (21) 
показывает, что 
ой -—3 


ой —2 
Sp = Эт t ° Sr, 


где S° обозначает матрицу, сопряженную с $ с помощью Sp. 
Применяя f и сравнивая диагональные члены, получим 


Bò”? = y (po), B7! = x% (p). (12.44) 
При n нечетном y%(ọ)= 1, и все сводится к равенству 
В=6. 


Следовательно, в этом случае D, = ôI — скалярная матрица, 
а поскольку о и т порождают группу È, то каждая матрица Ду 
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скалярна, точнее, 
Saf = % (6) So, (12.45) 


где % — линейный характер группы », единичный или знако- 
переменный в соответствии с равенством ô= | или д = —]. 
Если же п четно, то равенства (12.44) принимают вид 


B= x (0) (=x (1)), 


и выбор 5 находится в нашем распоряжении. Возьмем 6 = y (p), 
тогда матрица D, снова будет скалярна и равенство (12.45) 
снова будет справедливо. 

Диагональные матрицы можно охарактеризовать тем, что 


они централизуют P}, ..., Pa. Рассмотрим теперь централи- 
затор множества 

о... Фь ee (12.46) 
Ясно, что это будут в точности матрицы вида АФ[4.,..., dal, 


где А= GL, (R), поэтому централизатор множества (12.46) и 
всех подстановок, действующих на | и 2 тождественно, со- 
стоит из матриц вида AQA,- (à €k). Таким образом, 
{ индуцирует отображение A @I,— 1> Af OA(A) In где 
f — изоморфизм GL;(R)—> СГ. ($). Сопрягая обе части матри- 
цей Sp o & È, видим, что аналогичная формула справедлива 
и для других строк и столбцов. По теореме 12.2 изомор- 
физм | имеет вид рр, где fi индуцирован И-изоморфизмом 
или И-антиизоморфизмом Фф, р — центральная гомотетия, 
3 — внутренний автоморфизм. Пусть ф есть И-изоморфизм. 
Поскольку | отображает В;; (х) в Bi; (x®) и (В: (х), Ba (у)) = 
= Bı (ху), где (А, В) = A'B "AB, то (Biz (x°), Bə (?)) = 
= Виз ((xy)?), т. e. (xy)? = x?y?. Значит, ф— на самом деле 
обычный изоморфизм. Аналогично доказывается, что ф будет 
обычным антиизоморфизмом, если ф есть И-антиизоморфизм. 
Bepa коммутаторы элементов А/ФА(А)[„-› с элементами 
вида /.ФВ, легко убедиться, что А(А) лежит в центре $. 
Разделив на Л (4), получим гомоморфизм 


АФ!,-,-—0(4) A È In- 
причем по определению 0 (А) = [, если А—инволюция. Так как 


©, 1,1, ..., 1] [9 (@) о®, 0 (а), 1,..., 1], 


то, переставляя вторую и третью строки и аналогичные 
столбцы (это не меняет левой части), получаем 9 ( [а, 1]) = 1. 
Следовательно, 9 == l, и все доказано, 
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ЛЕКЦИИ О ЛИНЕЙНЫХ ГРУППАХ ') 
О. О’Мира 


Цель этих лекций — изложить теорию изоморфизмов JH- 
нейных групп“) над областями целостности. Вот ее типичный 
результат: 


PSL, (0) ~ PSL, (51) E n=n, o9; 


в размерностях > 3. Излагаемая ниже теория отражает суще- 
ственную часть многочисленных исследований последнего 
десятилетия, посвященных изоморфизмам классических групп 
над кольцами. Мы предполагаем известными лишь основные 
сведения из начального курса алгебры. В частности, здесь 
будет доказана — даже двумя способами — классическая тео- 
рема о простоте групп PSL,(F) и будут изложены все He- 
обходимые сведения из проективной геометрии. При под- 
готовке лекций я обнаружил возможность распространить 
известную теорию с групп линейных преобразований на группы 
полулинейных преобразований, а также с размерностей >5 
на размерности 23, эти новые результаты включены в H3- 
ложение. 

Настоящие заметки возникли из курса Лекций в Кали- 
форнийском технологическом институте (весна 1968 г.), десяти 
обзорных лекций о классических группах и группах Шевалле 
в университете штата Аризона (март 1973 г.) и лекций о ли- 
нейных группах в Нотр-Дамском университете (осень 1973 г.). 

Я рад выразить свою признательность Ольге Таусской и 
Гансу Цассенхаузу, которые много лет назад познакомили 


1) О. T. О’Меага, Lectures оп linear groups, Providence, Rhode 
Island, 1974. 
` 2) Под линейными группами в этих лекциях и некоторых других pa- 
ботах понимаются не произвольные группы матриц, как это чаще при- 
нято, а только общая линейная и специальная линейная группы и их 
проективные образы, т. е. первое из четырех семейств классических 
групп. — Прим. ред. 
American Mathematical Society, Providence, USA, 1974. 

Перевод на русский язык, «Мир», 1976. 
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меня с линейными группами, У. Уонгу, К. Риму и А. Хану 
за многочисленные обсуждения, а также Р. Якобовичу за 
полезную беседу. 


Обозначения 


Предполагается, что читателю известны основные сведения 
о множествах, группах, полях и векторных пространствах. 

Пусть Х и У — множества. Мы будем использовать сле- 
дующие обозначения: 

pow X — множество всех подмножеств из X, 

Хе Y — строгое включение, 

X — Y — разность множеств, 

X —> Y — отображение X в Y, 

X —> Y — отображение X на У, 

X >— Y — взаимно однозначное отображение X B Y, 

X >> Y — взаимно однозначное отображение X на Y. 
Если f: Х — У—отображение и {—подмножество множества X, 
т. €. элемент из ром X, то fZ будет обозначать подмножество 
{fzlz = Z} множества У. Отображение f: X—>Y индуцирует 
отображение f: pow X —> pow У, переводящее Z в fZ для всех Z 
из pOW X; если исходное отображение является отображением 
на или взаимно однозначно, то таким же будет и индуциро- 
ванное отображение. 

Под натуральными числами понимаются числа 1, 2, 3,.... 

Если Х — произвольная аддитивная группа, в частности 
аддитивная группа поля или векторного пространства, то 


Х будет обозначать множество ее ненулевых элементов; если 


Х — поле, то Х — его мультипликативная группа. Будем упо- 
треблять символ F} для обозначения конечного поля из 4 эле- 
ментов. Если Х — произвольная мультипликативная группа и 
У — ее непустое подмножество, то (У) будет обозначать под- 
группу, порожденную множеством У, cen X — центр группы X, 
[P, 9] — коммутатор рар7'4-' элементов р идиз X, ОХ — Kom- 


мутант группы X. Запись Уч будет обозначать, что 
У — нормальная подгруппа в Х. Под прямой, плоскостью и 
гиперплоскостью в п-мерном векторном пространстве пони- 
маются подпространства размерности 1, 2 ип — | соответ- 
ственно. Символ У” обозначает пространство, сопряженное 
c V, 50 — аннулятор в У” подмножества $ из V, T° — anny- 


лятор в V подмножества T из V’. Для любого а Е У символ (а) 
обозначает прямую Ра. 

Буква У всюду в дальнейшем обозначает п-мерное вектор- 
ное пространство над полем F, а V, обозначает п\-мерное 
векторное пространство над полем Fi, причем |< пи, ni <œ. 
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Глава 1. ВВЕДЕНИЕ 


$ 1.1. Геометрические, линейные и проективные 
преобразования 


Взаимно однозначное отображение g: У >» V, называется 
геометрическим преобразованием пространства У на простран- 
ство У!, если оно отображает подпространства из V на под- 
пространства из V; и наоборот. 

Ясно, что множество геометрических преобразований зам- 
кнуто относительно композиции и обращения. Геометрические 
преобразования сохраняют включение, пересечение и объеди-. 
нение подпространств, ряды Жордана—Гёльдера. В частности, 


1.1.1. Если g; У >> И, — геометрическое преобразование, то 


#(0ПУ) =80 Пай, &0-Т) =80 21, 
dimp, gU = dim, U, 
g0 =0, gV =V; 
для любых подпространств U u W пространства V. 


Под проективным пространством P(V) пространства V 
будем понимать множество всех подпространств простран- 
ства V. Таким образом, Р(У) состоит из тех элементов MHO- 


жества pow V, которые являются подпространствами. Мно- 
жество Р(И) частично упорядочено относительно теоретико- 
множественного включения. Оно является решеткой, так как 
вместе с любыми двумя элементами U и W содержит их nepe- 
сечение и объединение, т. e. подпространства ПО + Ми ПИ. 
Эта решетка содержит наибольший элемент У и наименьший 
элемент 0. Наконец, каждый ee элемент U имеет ряд Жор- 
дана — Гёльдера OC... cU длины аш; 0-1. Положим 


P’ (У) = {U e P (V) |dimp U =i} 


и будем называть элементы из P'(V), P?(V) и P”! (V) пря- 
мыми, плоскостями и гиперплоскостями соответственно. 

Взаимно однозначное отображение n: P (V)>— P (V) назны- 
вается проективностью пространства V на пространство ИГ, 
если для любых U и W из P(V) включение U = W имеет 
место тогда и только тогда, когда nU =лЙ. 

Ясно, что композиция проективностей есть проективность 
и преобразование, обратное к проективности, — также проек- 
тивность. Проективность пространства V на пространство V, 
сохраняет упорядочение, объединение, пересечение, ряды Жор- 
дана — Гёльдера: 
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1.1.2. Если n: P (V)>—> P (У !)—проективность, то 
n(UNW)=nU Пл, д(И-Т) =л0-дт, 
dim; nU = dim; U, 
n= 0, aV =V, 


для любых элементов U u W из P(V). В частности, п oTo- 
бражает Р'(У) на Р'(У,) и определяется значениями на Р'(У), 
т. е. на прямых. 


Если g: V >> V, — геометрическое преобразование, то OTO- 
бражение 5: Р(У)>»Р (V), полученное из g: ром V >> pow И, 
сужением, будет проективностью пространства V на npo- 
странство V. Проективным геометрическим преобразованием 
пространства V на пространство У, назовем проективность 
n: P(V)>> P (V) вида n = $ для некоторого геометрического 
преобразования g. Черта над буквой всегда будет приме- 
няться для обозначения проективного геометрического пре- 
образования &, полученного из геометрического преобразова- 
ния g По правилу, указанному выше. Итак, б отображает 
подпространство И пространства V, т. e. элемент из P (V), 
на подпространство gU пространства V. Очевидно, 


81... 91=81... 8: 


g- = g~. 


В частности, множество проективных геометрических преобра- 
зований замкнуто относительно композиции и обращения. 
Геометрическое преобразование пространства V на себя Ha- 
зовем геометрическим преобразованием пространства V. Muo- 
жество геометрических преобразований пространства У являет- 
ся подгруппой группы подстановок множества V. Ее будем 
обозначать символом &Ё,(У) и называть общей геометри- 
ческой группой пространства V. Под группой геометрических 
преобразований пространства У мы понимаем любую под- 
группу группы &Ё, (У). Таким образом, общая линейная 
группа СЁ,(У), состоящая из всех обратимых линейных 
преобразований пространства И, и специальная линейная 


группа 
SL, (У) = {се СГ, (У) Idet o = 1} 


являются группами геометрических преобразований. Под 
группой линейных преобразований мы понимаем любую под- 
группу группы СЁ, (ТУ). Из рассмотрения гомоморфизма det 
получаем изоморфизм 


СГ, (V)/SL, (У) = È. 
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Проективность пространства У на себя назовем проектив- 
ностью пространства V. Множество проективностей простран- 
ства У является подгруппой группы подстановок множества 
Р(У), которую будем называть группой проективностей про- 
странства У. Отображение 


~: ЕЁ, (У) > группа проективностей пространства V 


является гомоморфизмом. Иногда мы будем использовать Р 
вместо —, полагая 


P= 
для образа X подмножества X из ЕЁ, (У) npu P. В частности, 
PGL, (У) и Р$Г,(Т)') 


— подгруппы группы проективностей пространства И, назы- 
ваемые проективной общей линейной группой и проективной 
специальной линейной группой пространства У. Позднее мы 
докажем, что РЕЁ,(У) (п>1) совпадает с группой всех 
проективностей пространства V, после чего получим право 
использовать этот символ для обеих групп. Под группой 
проективностей пространства У мы понимаем любую под- 
группу группы всех его проективностей, а под проективной 
группой линейных преобразований — любую подгруппу группы 
РСГ, (У). 


$ 1.2. Растяжения 


Для любого ненулевого элемента © из F определим ли- 
нейное преобразование г. по правилу 


Гох = ax, ХЕГ. 


Ясно, что г, — элемент группы. СЁ, (ТУ). Произвольное o 
из GL,(V) вида Oo = rfa для некоторого а будем называть 
растяжением пространства V. Множество растяжений RL, (И) 
пространства У является нормальной подгруппой в СЁ, (V). 


Очевидно, RL, >> F. 
1.2.1. Элемент в из СГ. (У) тогда и только тогда является 


растяжением, когда oL=L для всех прямых L из V. 
В частности, 


ker (P lor )=RLn Кег(Р|, )= SL NRL, 


PGL, ~ 6Г./ВГ,, PSL, ~ SL,/SL, N RL,. 


1) Перед обозначениями групп, набранными жирным шрифтом, для 
оператора Р также используется жирный шрифт. — Прим. ред. | 
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Доказательство. Зафиксируем z из у. Существует В 


из F, для которого ог = Вг. Нужно доказать, что ох = Вх 
для произвольного х из V. По предположению вх = qx для 


некоторого Q из Е. Если x€ Fz, то х имеет вид ÀZ, поэтому 
ox = o (^2) = (62) = АВг = Вх. 
Если x Æ Fz, то 


ax + Ва == o (x + z)= y(x + 2), 


поэтому, в силу независимости х H 2, a = y = ĝ, что и тре- 
бовалось доказать. 


192, Подгруппа PSL,(V) нормальна в PGL,(V) u 
PGL,/PSL, ~ F/F”. 


Доказательство. Нормальность очевидна. Далее, 
ядром композиции гомоморфизмов 


GL, > PGL, > PGL,/PSL, 


является группа 
G = {се СГ, | det o = F”. 


С другой стороны, ядром композиции гомоморфизмов 


GL,—> Р-> Е/Ё" 


det кан 


является также С. Значит, 
РСГ /Р$Г ~ GL,/G ~ ЕЕ". 


Предложение доказано. 


$ 1.3. Вычеты 


Для произвольного о из СЁ, (И) определим вычетное npo- 
странство R, неподвижное пространство P и вычет reso сле- 
дующими равенствами: 


Ю=(в—1,)У, Р=Кег (в — ly), 
res о = dim R. 
Подпространства R и P называются пространствами npe- 
образования о. Очевидно, 
dim R + dim P =n, 
eR=R, oP =P, 
reso =0 8 o=ly. 
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Ясно, что o и o`! имеют одинаковые R, P, res и 
Р={хеЕТ|ох=х}. 


Если RNP =0, то У = ЮФРи R характеризует отклонение о 
от тождественного преобразования. Однако в дальнейшем 
нам встретятся примеры, когда ЮПР==0 и даже RSP. 
Если Ю — прямая (плоскость, гиперплоскость), то мы будем 
называть ее вычетной прямой (плоскостью, гиперплоскостью) 
преобразования ©. Аналогичный смысл имеют понятия He- 
подвижной прямой, плоскости и т. д. 


Соглашение. Всякий раз, когда рассматривается npe- 
образование с из СЁ, (И), буква R будет обозначать вычетное, 
а P — неподвижное пространство этого о. Аналогично R; u P; 
будут ассоциироваться с д;. 


1.3.1. Пусть Oj, Oo — элементы из СЁ, (У) и в = 0100. Гогда 
RE Ri + Rọ PP, (Pa 
res 010. < res o; + res оо. 

1.3.2. Примеры. Вычетное пространство нетривиального 
растяжения пространства У совпадает с самим простран- 
ством V. Если взять прямую сумму V =U@W и положить 
oi = (1) Ф (alw), где а=20, 1, то, как легко видеть, Ю =, 
P =U. Полагая в. = (aly) (lw), получаем пример равенства 
во всех соотношениях 1.3.1. С другой стороны, если в — про- 
извольный элемент из СЁ, (У), отличный от тождественного 
преобразования, то, положив O; = 0, в. = 0—', получим стро- 
гие неравенства во всех соотношениях 1.3.1. 


1.3.3. Пусть 01, O — элементы из СГ, (У) ис = c00. Тогда 
1) V = P, + P- >R = В, + Ro, 
2) RN R =0> P= PAP 
Доказательство. Сначала докажем 1). Имеем 
К, = (о, — ly) У = (0, — 1y) (Pi + P) = (в: — ly) Po = 
= (0105 — ly) P2 = (в — ly) У =R. 


Аналогично, рассматривая o™'= oz'o7!, получим Ю› = К. 


Следовательно, R= Ю, | Ю по 1.3.1. Теперь докажем 2). 
Для любого х из Р имеем 


вх — x = — (0, (0х) — вх) = Ri N К =0, 


поэтому P S Pa P S&P, Но тогда P = P, AN P Предложение 
доказано. 
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1.3.4. Пусть в и У— элементы из GL,(V). Вычетным и 
неподвижным пространствами преобразования Хох ( являются 
ER и УР соответственно. В частности, res Zo% | = гезо u 


(0% = 20 = (ХА = R u 2P = P). 


1.3.5. Пусть O, O — элементы из GL, (У). Если Ri S&P, 
и R, SP, ТО 0,0 = 0,01. 


Доказательство. Для произвольного х из V имеем 
o0 (x) = 0; (вх — x) + ох = вх — x + ах == 
= (ox — x) + ox = 0 (01X — x) F вх = 0:014, 
что и требовалось доказать. 


Взяв подходящие O; = O = O, легко убедиться, что обрат- 
ное к 1.3.5 утверждение верно не всегда. Однако имеет место 
следующее предложение. 


1.3.6. Если ©, O, — элементы из GL,(V) и 0,0, = 0.01, TO 
R, == P, u Ro = P; 
при условии, что либо Ю N В. =0, либо V = P, + P}. 


Доказательство. Пусть сначала Ri N Ю. =0. Из 1.3.4 
и определения пространства R, следует (0—1) Ю = R, N Ю,=0, 
откуда RS P. Аналогично получается соотношение Ri = Pa. 
Если же У = P, + P., то 


К, = (61 — ly) = (0, — ly) (Pi + P3) = (в, — ly) P2 S Pa. 
Аналогично получается соотношение RS Ph. 


1.3.7. Пусть в— элемент из GL,(V). Преобразование о? 
тогда и только тогда тривиально, когда в |ь == — lp. 


Доказательство. 


ЕО Х для всех xe VS 
о (ох — x) = — (ox — x) для всех хеЕ|Х 
<0у=— y для всех уе RS 
09 в == — lp 


Элемент о, такой, что д? = ly, и вообще любой элемент Ë 
абстрактной группы, удовлетворяющий условию Ё? = 1, назы- 
вается инволюцией. 


_ 1.3.8. Если в = 1 — произвольный элемент группы СЁ, (У), 
то det (ов |) = det о. | 
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Доказательство. Возьмем базу подпространства R 
и расширим ее до базы пространства У. Из вида матрицы 
преобразования © в этой базе сразу получается наше 
утверждение. 


1.3.9. Если V = И, ФГ, u o = 0, 09, где o, E СЁ, (V), 
o E GL,, (V2), TO 
R= R OR» P =P P2 


$ 1.4. Трансвекции 


Элемент о из GL,(V) называется трансвекцией, если 
© = ly HJIH 
reso =l, deto =l; 


O называется дилатацией, если 
гез о =1 deto Æ1. 


Если в — трансвекция (дилатация), а B — любой элемент 


из GL,(V), то Хх ' — тоже трансвекция (дилатация) 
ввиду 1.3.4. 


1.4.1. Пусть п>2 и в— элемент из GL,(V), для кото- 
pozo гез в == 1. 

1) R&P тогда и только тогда, когда в — трансвекция, 

2) У= ЮФР тогда и только тогда, когда o — дилатация. 

3) Если в — трансвекция, то множество ее собственных 


векторов совпадает с Р, а все собственные значения равны 1. 
4) Если с — дилатация, то множество ее собственных век- 


торов совпадает с RUP, а 1 u deto являются ее собствен- 
ными значениями. 


Доказательство. Для доказательства 1) достаточно 
применить 1.3.8. Далее, 2) следует из 1). Для нахождения 
собственных значений в 3) возьмем базу подпространства Р, 
расширим ее до базы пространства У и рассмотрим матрицу 
трансвекции O в этой базе. Ясно, что множество собствен- 
ных векторов трансвекции о совпадает с P. Для доказатели- 
ства 4) нужно взять базу пространства И, составленную 
из баз подпространств Ри R. Предложение доказано. 


Таким образом, трансвекции и дилатации можно изо- 
бразить так: 
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Если п == 1, .то NE: является ‘единственной. и 
а если F =Р., то дилатаций не существует. 

CIA произвольных а = Vto У” определим. линейное oTo- 
Е Та, о Пространства У в себя ыы 


Tå, ох =x +p (ха, xey. 


Очевидно, (Ta, › — ly) V = Ра, поэтому отображение та, p, если 
оно обратимо, является трансвекцией или дилатацией. За- 
метим, что | | 

Та, о = 1,а==0 или р==0 
H à . 

Tia, p == Tanp ДЛЯ всех AEF. 


1.4.2. Пусть а, а’ — ненулевые векторы, p, 0’ — ненулевые 
функционалы, так UTO Ta,p И Та’, р’ ОТЛИЧНЫ OT ly. Тогда 

1) Ta, p= Ta, в TOM и только TOM случае, когда суще- 
ствует такое h © F, что а’ =ha u о’ =A о, 

2) Ta, p == Ta’, р равносильно. а =а’, 

3) Ta, p = Ta, о’ равносильно p= p". 


‘Доказательство. Все утверждения прямо следуют 
из определений. 


1.4.3. det Ta, ‚== 1 + ра. 


Доказательство. Возьмем п — 1 линейно независимых 
векторов Xj, ..., Хи-». Для которых ох == ... ==0х,— = 0, 
и положим H = Ех + ... + Ех,—. Если a& H, то, взяв 
Xa EV m H, ВИДИМ, „ЧТО, Naron T Хи. Лежит в H. Из. вида 


матрицы преобразования Ta,p в базе х,,...., Xn получаем 


требуемое. Если a Æ H, то берем х„==а и рассуждаем точно 
так же. Предложение доказано. 
ак Та.р› ТОГДа и только тогда лежит в СЁ, (У), когда 


ра == —1; Та,›-— трансвекция (дилатация), если и только 


если ра = 0 (соответственно pa Æ 0, — 1). Если в — неединич- 
ный элемент из СЁ, (У) и с Ta, p» +90. Anfa: Pran Oh 
В общем случае 


Ta, oTo, o% = {x + (px) а + (px) b} + (px) (pb) a. 
Если Ta, o H Th, p — трансвекции, то 
Та, pTo, о ~ Ta+b, оз 
если Ta, p И Ta, ‹— трансвекции, ‘то 


- Та pla, ф== Та, р+ф* 
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В: частности, если Ta, p — трансвекция, т — положительное 
целое число, то 

т 

Та, о = Tma; p° 
Для произвольного o из GL, (V) 


ные | ЕВЕ 
OTa, pl = Тод, paT! 


1.4.4. Допустим, что п>2. Пусть L — прямая, a H — eu- 
перплоскость пространства V. Если L&H, то существует 
трансвекция в из СЁ, (У), для которой R= L, P= H. Если 
ЕН и FÆF, то существует дилатация из СГ, (У), для 
которой R= L, Р=Н. 


Доказательство. Взять подходящее тд, р. 


1.4.5. Пусть с — элемент из СЁ (У) u reso=1. Тогда 
R — прямая, а P — гиперплоскость. 

Если о — ненулевой функционал из РО, то существует такой 
вектор а из К, что O == та, p 

Если b — ненулевой вектор из R, то существует такой 
функционал ф из. Ро, что O = T, y 


Доказательство. Пусть сначала задан функционал р. 
Зафиксируем 2 ЕТ — P, для которого ог =1. Положим а == 
—=02 — Z2 Æ R. Ясно, что Ta,p и о совпадают на P. Но они 
совпадают и на Z, так как 


Та, о = 2 + (02) а=а + a = oz. 
Следовательно, O= Ta, pe Для доказательства второй части 
положим 4A = Àb, тогда о = ть, р. 


_ 1.4.6, Пусть ть To — трансвекции из GL,(V) u a — скаляр. 
Равенство ат, == To имеет место тогда и только тогда, когда 
a=] и ti =т.. В частности, от, не является трансвекцией, 
если a Æl. 


Доказательство. Надо воспользоваться тем, что все 
собственные значения трансвекции равны 1. 


1.4.7. Пусть 01, в› — элементы из @Г, (У), имеющие вычет 1, 
и 610, Æ ly. Равенство res o0, = 1 выполняется тогда и только 
тогда, когда Ю, = Runu P, = Po. 


Доказательство. Положим o= 00, Если R= Rə, 
то из включения RS R +R следует, что R — прямая, по- 
этому reso = 1. Если P, =Р., то из включения РЭР, ПР. 
следует, что P — гиперплоскость, поэтому res o = 1. Обратно, 
нусть гез 00. =1. Если P= Po, то доказывать нечего, NO- 
этому предположим, что У =Р, | Pz. Тогда R= R, + Ю. по 


3 
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1.3.3. Но R — прямая, следовательно, А, = Ra Предложение 
доказано. 


1.4.8. Если O, и в. — нетривиальные трансвекции из СГ, (У), 
то 60. тогда и только тогда является трансвекцией, когда 
Ю = Rə или Pi = Pa. 


Доказательство. Применить 1.4.7. 


1.4.9. Пусть X — подгруппа группы СЁ, (V), состоящая 
только из трансвекций. Тогда все нетривиальные элементы 
из Х либо имеют одинаковые вычетные прямые, либо одина- 
ковые неподвижные гиперплоскости. 


Доказательство. Предположим, что существуют две 
нетривиальные трансвекции Oj, O из X, для которых К, Æ Ro, 
иначе доказывать нечего. Тогда P, = P, по 1.4.8. Мы должны 
убедиться, что для произвольной нетривиальной трансвекции O 
из X имеет место равенство P = P, = P. Но если P Æ P, то 
только что использованное рассуждение дает R= R a R= Ra. 
Отсюда R, = R, противоречие. 


1.4.10. Нетривиальные трансвекции O; и O, тогда и только 
тогда перестановочны, когда 


Ri =Р. u R =Р.. 


Доказательство. Если имеют место включения, TO 
010) = 00; NO 1.3.5. Обратно, пусть 0102 = 020'. Имеем R, S P, 
и RS Pə так как O, и O — трансвекции. Если КЮ, [] Ю. =0, 
то достаточно сослаться на 1.3.6. Пусть RN К. =Æ 0. Тогда 
R, = Ro, так как R, Ro — прямые. Следовательно, R, = Ra S P, 
и R= R, S P. Предложение доказано. 


1.4.11. Пусть x, y — линейно независимые векторы npo- 
странства V, а H — гиперплоскость в V, содержащая pas- 
ность Y — X, но не содержащая x. Существует такая транс- 
векция о, для которой P= H, Ю=Е(у—х) и ох =. 


Доказательство. Ясно, что здесь п>1. Возьмем 


y 
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функционал p €V’, для которого рН =0 и ох=1. Тогда 
p(y — x) =0, так как у—хеН. Поэтому с ==т,-х, p — транс- 
векция, для которой R= F(y— x), Р=Н. Наконец, ох== 
= Ту-х, ой = x + (px) (у — x) =y. 


1.4.12. Пусть H, H’ — различные гиперплоскости в V, 
а [— прямая в V, не лежащая ни в H, ни в H’. Тогда cy- 
ществует трансвекция т с вычетной прямой L, такая, что 
tH = H. 


Доказательство. Положим L= Fa. Пусть £p... 
‚.., Хи! — база пространства H. Так как У =H'@L, то 
каждое X; имеет вид xX; = X; + ма, где Х; ЕН’, мЕЕЁР. Io- 
скольку х1,..., Хи-ь а — база пространства V, то найдется 
такой линейный функционал о, что 


ох; = — А; pa=0, I[Li[In—l. 


Тогда за, p — нетривиальная трансвекция, ибо а Æ 0, p #0 и 
pa =0; ее вычетной прямой является Ра = L. Но 


Та, р = А + (ох) a = x; — ма =Хь, 


поэтому Ta, pH = H’ и, следовательно, Ta, pH = R’. 


$ 1.5. Матрицы 


Обозначим через @Ё,(ЁР) мультипликативную группу обра- 
тимых матриц порядка п над полем F, а через SL, (2) — nox- 
группу матриц с определителем 1. Группу скалярных матриц 


diag (а,..., а), а= F, обозначим через RL,(F). Если зафи- 
ксирована база пространства У, то ассоциированный изомор- 
физм алгебры линейных преобразований на алгебру матриц 
индуцирует изоморфизмы 


GL, (У) —> GL, (F), 
SL, (У) >> SL, (F), 
RL, (V) >» RL, (F). 


Для матриц мы определим P как естественный гомомор- 
физм 
P: СГ, (Р) —> СЁ. (Р)/ВЁ, (F). 
В частности, PSL,(F)— образ группы $Ё,(ЁР) в Р@Ё, (ЁР) = 


= СГ,(Р)/ЮГ, (РЁ). Ядро гомоморфизма P, суженного на $Ё„(Р), 
совпадает, конечно, с пересечением $Ё,(Р) ПВГ, (ЁР). Оче- 
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“An -POLU = РОГ, ()=6L, (РИМ, (P 


PSL, = œ PSL, (F ‚= ik (F)/SL, (F) N RL; Ph 


Пусть по, Ti 1</=< п, TAL LEF. Yepes tlà) 
будем ‘обозначать. матрицу порядка п, содержащую 1 по -диа- 
гонали, à на месте (i, j) и 0 на остальных местах; ‘назовем 
такие матрицы элементарными. 

‚ Предположим, что nÆ 2. Зафиксируем ’. базу: Z Ced, Xn 


| пространства У. ЯЛуств pi, di o Фр сопряженная с ней база 
пространства V’. Под” элементарной  трансвекцией относи; 
тельно: базы. х!,..., Xy мы ‘понимаем трансвекцию вида 


Taxy vo; (Æ J), где à, уе F. Конечно, все элементарные транс* 
векции представимы B- BHIE. тлх.р, а также В виде Tr, Ap; 


Очевидно, что любая трансвекция элементарна в некоторой 
базе Каноническое ‚соответствие ‘между ` преобразованиями) и 
их матрицами в} базе Xyp ois, Xn приводиток: соответствию 0 


TALP] => ij (à) 


между элементарными трансвекциями ‚и элементарными. ма- 
трицами. В частности, для произвольных А, v из F 


tig у (у) = В, F w). 
Непосредственно ‘вычисляя коммутатор, получим”: 


[Ehn op Tore oy] нь) 
й, следовательно, 
| [ви (A), tei У] = ti Aw) 


для различных [, j, R. 


$ 1.6. Проективные трансвекции 


Проективность k пространства!" называется проективной 
трансвекцией, если k= для некоторой трансвекции O из 
СТ,(И). Ввиду: 1.4.6; трансвёкция O, являющаяся ‹представи- 
телем проективной трансвекции k = 6, единственна, она:на; 
зывается представляющей трансвекцией` проективной транс- 
векции k. Определим вычетное и неподвижное пространства 
проективной: трансвекции как соответствующие пространетва 
ее представляющей трансвекции и. распространим соглашение 
параграфа 1.3] на проективные трансвекции — например, если 
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‘рассматривается. ‘проективная ‘трансвекция виз. PGL,(V) 
{или б, где о — трансвекция из @Ё, (У)), то R будет обозна- 
‘чать ее вычетное, а Р — неподвижное пространство. Заметим, 
что мы не пытаемся определить вычетное ‚и неподвижное Mpo- 
-странства’ для произвольного ‘элемента из PGL, (И). Конечно, 
‘если с — проективная трансвекция и ов == 1, то А — прямая, 
P — гиперплоскость и АР. C: другой ‘стороны, если ‘даны 
[еР'(У), H&P" (У). и = Н, то всегда существует проек- 
тивная трансвекция о из РСЁ, (У), длякоторой R =La P=H. 
Если о — проективная, трансвекция, а, > — произвольный эле- 
мент из РСГ, (И), то Хо» ' — также. проективная трансвекция 
и ее р будут ZR H „aP соответственно. В част- 
‘ности, 
(в = oX) (ZR = R, УР = P 


Заметим, „что мы иногда будем записывать элементы из 
PGL, (У) в виде 6, где o = GL, (V), а иногда — в виде о, где 
o€ PGL, (У). 


165 p A что n> >3. а. Ois: Tarm нетривиаль- 
ные проективные трансвекции, то.010›—проективная. трансвек- 
ция тогда и только. тогда, когда К, = К» или, Pi = Pa. 


Доказательство. "Применить 1.4. 8. 


1.6.2. Пример. Если n= 2H ži, база пространства у, 
а 01, 05 — сопряженная с! ней база Е у’, то pa- 
BEHCTBO | 


Т-2х, T227 о, == — Tti x, 20, +20, 


легко ‘следует из $ 1.4. Написав черту над обеими частями 
‘этого. равенства, получим. две нетривиальные проективные 
трансвекции, произведение которых является также проектив- 
ной трансвекцией, хотя их пространства не совпадают. По- 
этому в 1.6.1 необходимо предполагать, что п 23. 


1.6.3. Пусть. X — подгруппа группы РСЕ, (ТУ), состоящая 
только из проективных. трансвекций.. Тогда все нетривиальные 
элементы из Х имеют либо общую вычетную прямую, либо 
общую неподвижную гиперплоскость. 


`’Доказательство. Если п>3, то применяем 1.6.1 и 
заканчиваем доказательство, как в 1.4.9. Пуеть п==2. Ясно, 
что X = PSL,. Пусть G — прообраз X относительно гомомор- 
физма Pls, Тогда G — подгруппа в SL, содержащая ядро 
+ ly. гомоморфизма P |51, и каждый элемент группы С имеет 
вид т для некоторой. трансвекции т из @. Достаточно 
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доказать, что если тг, тк—трансвекции из G с вычетными Nps- 
мыми Ги К, то [ =К. Допустим противное. По определе- 
нию G имеем т/тк = т, для некоторой прямой J, отличной 
от L un К. Если титк=т, то L=K в силу 1.4.8. Значит, 
TiTe Æ Tj, T. €. характеристика поля F отлична от 2 и т; тк = 
= — Tj. Ввиду 1.4.8 TjTg не является трансвекцией, поэтому 


и по определению С имеем TjTg = —тн для некоторой nps- 
мой H. Подставив одно равенство в другое, получим т, т. = тн. 


Но тк — нетривиальная трансвекция с вычетной прямой К, 


так как характеристика поля не равна 2. Ввиду 1.4.8 отсюда 
следует, что L = К — противоречие. 


1.6.4. Две нетривиальные проективные трансвекции O; и в 
из PGL,(V) тогда и только тогда перестановочны, когда 
R&P, u R, =Р.. 


Доказательство. Применить предложения 1.4.10 и 
1.4.6. 


1.6.5. Пусть характеристика поля Е отлична от 2. Если 
X — множество попарно перестановочных инволюций из GL, (У), 
то существует такая база пространства V, в которой 


х— Час (-1,..., +1) для всех ZEX. 


В частности, card X <?” u card PX [S2 !. 

Доказательство проведем индукцией по п. Для n= 1 
результат очевиден. Пусть п > 1. Возьмем в X элемент 
o 52 + ly (если таких нет, то доказывать нечего). Ввиду 1.3.7 
о [р = — lęk, откуда ЮПР=0, V =R @ P. Пространства R 
и P ненулевые, поскольку в == + 1у. Так как произвольное % 
из X перестановочно с в, то УЮ=Ю и BP =P по 1.3.4. 
Остается применить индукцию к попарно перестановочным 
семействам È |p H Х |, где X пробегает X. 


$ 1.7. Комментарии 


Линейные группы — лишь одно из четырех больших се- 
мейств так называемых классических групп, остальные три 
семейства — это симплектические, ортогональные и унитарные 
группы. С ними Tecdo связаны группы Шевалле и алгебраи- 
ческие группы... Все они широко изучались над полями и — 
с переменным успехом — над кольцами, идущими обычно из 
алгебраической теории чисел. В наших лекциях мы сосредо- 
точим внимание на линейных группах, отличающихся наиболее 
хорошим поведением среди классических групп, и рассмотрим 
три основных вопроса: каковы порождающие элементы, каково 
строение и каковы изоморфизмы этих групп? Есть еще чет- 
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вертый вопрос, тесно с ними связанный, но представляющий 
интерес, главным образом, для ортогональных и унитарных 
групп и потому не отраженный здесь, — это вопрос о клас- 
сификации подлежащих пространств и модулей. Наш принцип 
состоит в том, чтобы рассматривать вещи коммутативные и 
общие, иными словами, излагать все, что справедливо для 
произвольных полей и областей целостности, но не касаться 
теорий, зависящих от специальных свойств основного кольца, 
так как это завело бы нас слишком далеко. В качестве до- 
полнительной литературы по классическим группам над полем 
(и частично над телом) укажем книги Артина [3] и Дьёдонне [14], 
по проблеме классификации над арифметическими кольцами 
и полями — книги О’Миры [27] и Серра [32], по группам Ше- 
валле — книгу Картера [8], по алгебраическим группам — книгу 
Бореля [6] и, наконец, для воссоздания исторической перспек- 
тивы — книгу Диксона [15]. 


Глава 2. ТЕОРЕМЫ О ПОРОЖДЕНИИ 


$ 2.1. Порождение трансвекциями 


2.1.1. Теорема. При п>2 группа SL,(F) порождается 
элементарными матрицами. При п>2 группа SL,(V) nopo- 
ждается элементарными трансвекциями относительно любой 
заданной базы. Группа GL,(V) порождается трансвекциями 
и дилатациями. 


Доказательство. Первая часть доказывается обще- 
известными манипуляциями над строками и столбцами. Вто- 
рая следует из первой в силу матричного изоморфизма. Третья 


следует из второй, если учесть, что каждый элемент из F 
является определителем некоторой дилатации. Теорема дока- 
зана. 


В этой главе нас будет интересовать вопрос о наименьшем 
числе трансвекций, необходимом для представления задан- 
ного o из $Ё,(У) в виде произведения трансвекций. В дей- 
ствительности мы рассмотрим более общий случай, когда 
се СЕ, (У). Такой элемент O является произведением 


о == Tı ооо то, 


где т; — трансвекции, а Xo — трансвекция или дилатация в за- 
висимости от того, лежит ли с в $Ё,(И) или нет. Другими 
словами, каждое с == ly может быть представлено как IpO- 
изведение нескольких трансвекций — скажем, Е штук — и эле- 
мента с вычетом |, и мы хотим найти зависимость числа k 
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от с. Равенство“ 


Fo sogi P e R= ime ОХ etir Hi 


показывает, что. в этом. ‘рассмотрении несущественно, где 
в произведении находится элемент Х вычета, |, —он может 
изменяться, но все т; остаются прежними, ne: ни 


IREA (Если преобразование o из СГ, (У) представлено в виде 

z >r 29 = Or e Ot: i | = 

где o, Е GL, (V), reso; = 1 для а-я то {> гезо. Если 
[ = res о, TO i 


RRs ЕН W N Pis 


Hor азательство. “Ввиду 1. .3. 1 reso Kt, H ‘первое утвер- 
ждение доказано. Допустим, что reso =t. Положим 


RIIGI A a аа o= O, zo-o © O; e A S e sa 


для l [Ki<Kt. Имеем гез о, Si. Если. da было, reso; <i, то 
получили бы. тез 0; <Ь что противоречит ‘предположению, 
поэтому. Tès o; ==} для T&i<s [. Утверждается, что 


К: = ую. | ‚ + Ri Ри, ‚ ПР, 


для 1=1 (Этим, конечно, предложение будет доказано. } 
При. ma F IN eed нечего. Перейдем oT i Ki-+ l. Так как 


P7 a 
бр = бб; ЧО К, ERTER поэтому ив размерностных 


соображений КЮ: = = R -- po т, е. для вычетных пространств, 
утверждение доказано. Сравнивая размерности в равенстве 


Ге = R; + Ri} получаем, что Ri N В;+, = 0. Отсюда в силу, 
1.3.3 P, = P N Pip т.е. и для неподвижных пространств 


утверждение доказ ано. 


- Пусть | п недвоостранство. пространства у. а 
ему; B‘ соответствие подгруппу 


G (U) = {се GL, (V) P 5U), 


G (U) = {се СГ, (У) | ox =x nna всех xE U}. 


Рассмотрим ‘векторное: пространство’ V/U uag: F. Напомним 
(из линейной и в смысл этого понятия: берутся. адди- 
тивные группы И, U; V/U и естественный аддитивный TOMO- 


морфизм 
зе ii а жим 


Лекции о`линейных группах 75 


затем определяется AŽ по’правилу- 
— 


ač =ох для всех aE F: и всех хеу/О. 


Это превращает ~ в Р-линейное отображение, так что 
dim V/U + dim = фт у. 


я каждого о из @(И) определяется’ отображение ő про- 
странства V/U на себя по правилу 


— 


б%=ох для всех ZE У. 


— 


Заметим, что ‘преобразование . б является Е-линейным, лежит 


в GL,(V/U), det õ= deto, в06.=0616о. и всякий элемент из 
СГ. (VIU) имеет вид Õ. бы а естественный гомо- 
морфизм . 

“V —> viU. 


 пределяет отобр ажение 
~: G (U) —> GL, (710), 


которое сохраняет определитель и является гомоморфизмом 
на. Будем называть эти два отображения тильда-отображе- 
ними, сопровождающими редукцию`по moða U= Явно, что 
если с — элемент из GL, (V), для которого PU; TO вычетное 


pe 


пространство элемента б ры В. В частности, 


| ий РИ. 

бб = lyve В = U, | 
`” Элемент о из СЁ, (У) будем называть большой дилатацией, 
если ‚существует‘! такое. разложение V =U ФИ что У Æ 0 


и. o= (ly) Ф (aliy) для, некоторого, = 1..Большую дилатацию 
можно нарисовать так: 
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Если о — большая дилатация и, как выше, в == (ly) (alw), 
то в силу 1.3.2 


Ю =, Р=0. 


Заметим, что каждая дилатация является большой дилата- 
цией, однако не каждая большая дилатация является ди- 
латацией. Нетривиальное растяжение является большой 


дилатацией, а |, — нет. Большая дилатация может лежать 
в ЭД, (У). 


2.1.3. Пусть с — неединичный элемент из СЁ, (У) u 
является тильда-отображением, сопровождающим редукцию 
по модулю неподвижного пространства P элемента в. Тогда 
равносильны следующие утверждения: 

1) o — большая дилатация, 

2) б — нетривиальное растяжение, 

3) o |k — нетривиальное растяжение. 


Доказательство. 1) > 2). Имеем У =0@УТ, где W0, 
с = (1) (а!) для некоторого скаляра а=20, 1. Кроме того, 
P=U u R= W. Тогда 


av 


t A 


ð = ош = qaw = а@ для всех wew. 


Так как @ — произвольный элемент из V/P, то б— нетри- 
виальное растяжение alyp. 
2) => 3). Пусть б — нетривиальное растяжение. Тогда 


res õ = dim V/P = dim V — dim P == reso, 


поэтому ЮПР==0 и, следовательно, V = POR. Пусть б== 
— а1у/р, rae а — скаляр 0, 1. Для произвольного г из R 
имеем 67=о7, откуда or—ar €P. Но oR=R, поэтому 
от — — R. Значит, or—ar& Ю|Р=0. Окончательно, 
(0 |R = Ql pR. | 

3> 1. Ясно, что ЮПР==0, поэтому У =Р@Ю и o= 
== (]р) ® (alk) для некоторого скаляра а Æ 0, 1. Предложение 
доказано. 


2.1.4. Пусть o — большая дилатация, а т — нетривиальная 
трансвекция с вычетной прямой L и неподвижной гиперпло- 
скостью H. Если HP u ГР, то ха не является большой 
дилатацией. 


Доказательство. Пусть, напротив, 0, ==то — боль- 
шая дилатация. Пусть обозначает тильда-отображение, 
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сопровождающее редукцию по модулю P. Элементы от, в, T 
лежат в С(Р), поэтому к ним можно применить тильда-ото- 
бражение. Мы знаем, что т — нетривиальная трансвекция, 
так как Г. ПР =0. Ввиду 2.1.3 а — нетривиальное растяжение, 
причем существует такой скаляр a Æ 0, l, что Ori = аг, для’ 
всех г = R. Значит, б’ lz, ОА Но R == 0 и RNP =0, 


так как o; — большая дилатация. В частности, ЮПР=0, 


где А, ==0, откуда Ř 52 0. Поскольку №, — вычетное про- 
странство элемента 6, и Õı lz, — нетривиальное растяжение, TO 
из 2.1.3 следует, что 6, — большая дилатация. Равенство 
б, =10 показывает, что нетривиальная трансвекция Ÿ является 
произведением большой дилатации и нетривиального рас- 
тяжения, что невозможно ны характеристические 
корни). 


2.1.5. Любое нетривиальное преобразование o из СЁ, (У), 
не являющееся большой дилатацией, можно представить в виде 
произведения линейного преобразования с вычетом 1 и (res в) -- 1 
трансвекций. 


Доказательство. 1) Индукция по г==тгезо. Если 
r= l, то доказывать нечего. Пусть г>1 и предложение 
доказано для всех o с вычетом reso «г. Докажем его для 
элемента с с вычетом гез о ==г. Ясно, что PŒ V, поскольку 
dim P =n —r [Xn — 2. 

2) Предположим сначала, что RSP. Зафиксируем b e 
& V — P. Пусть H — гиперплоскость, содержащая P, но не 
содержащая b. Тогда ob и b — различные векторы в V, 
причем В — ob лежит в H, а об — нет, поэтому, согласно 


6b 


i п-1 
1.4.11, существует трансвекция т с неподвижной гиперпло- 
скостью H и вычетной прямой ЁР (5 — ob), такая, что tob =b. 
Неподвижное пространство элемента та содержит P + Fb, 
поэтому resto <г—1, Так как o= t™' (to), то ввиду 1.3.1 
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получаем равенство гезто = r — l. Следовательно, неподвиж- 
ное пространство элемента ‘то == это в точности P -++ Fb. Но 


F(b— ob) + R=RSP SP + ЁЬ, 


поэтому вычетное ‘пространство’ элемента то содержится 
в его неподвижном ‘пространстве, в частности, ввиду 2.1.3 to 
не является ‹‘больнюй дилатацией. Остается. применить HH- 
дукцию к то. | 
-. 3) Предположим теперь, что ЮЗЕР. Пусть ` обозначает 
тильда-отображение, сопровождающее редукцию по модулю Р. 
Ввиду 2.1.3 элемент б не’ является нетривиальным ‘растя- 
жением, а так как АЮ“ЕР, то oH отличен и от lyp. Таким 
образом, б вообще не является растяжением. Согласно 1.2.1, 
существует ‘элемент b из V, для которого ob Е P + Fb. Or- 
сюда 
ob — b EP Fb; bP -F (ob — b). 


Значит, можно‘ найти гиперплоскость H, которая содержит: 
Р-+Е(оь — b), но не содержит b. Ввиду 1.4.11 существует 
трансвекция T -C ‘неподвижной! гиперплоскостью H ‚и вычет- 
ной. прямой Ё(Ь-— 0), такая, что tob = b. Рассуждая, как 


в пункте 2), найдем, что resto =r — | и неподвижное про- 
странство элемента то есть в точности P + Fb. Если то He 
является большой дилатацией, то применяем индукцию. Если 
r= 2, то все доказано. Предположим Поэтому; что TO — боль- 
waa дилатация. и г—3. Тогда‘ dim P < и—3 и существует 
гиперплоскость Ну». для которой _ а 


H, È P + Fb + F (b — ob). 
 Пуетв т! — трансвекция € `напбдвижной  иперплоск стью Hp 
и‹ вычетной  прямойс- F (b'— 65); Неподвижное пространство 
преобразования TiTO содержит-Р Fb, причем Т=л-—транс- 
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векция, . так. как. Tp ит. имеют‘ общую. вычетную прямую, 
ис-ввиду 2.1.4. То == t (t0) не.является бодыцой, „дрлятацие, 
КЭевяется применить индукцию к.То. Го 


2.1.6. Каждая большая дилатация o из GL,(V), для Ko- 
торой гезо>2, представима в виде произведения линейного 
преобразования . с. вычетом ~l и ‘тез о прансаееаий, причем 
меньшего числа трачсвекций. ‘недостаточно. As 


Доказательство. Г). Сначала докажем, что. при n=? 
нетривиальное растяжение нельзя представить B виде O= 
—=0,...0,, где гезо,=1 для 1<15<п и 4ео;==1 для 
2<:< п. Пусть, напротив, такое представление существует. 
Пе Oo = O] ... On- Гаким образом, в = O00. В част- 
ности, res оу = п — lw Ру-—прямая.” Так как гезо==и, то 
РПР,=0, откуда У=Р.ФР,. Очевидно, оо |, = lp, Pa- 
венство 0, SA L: 1 показывает, что Oolp, = alp, так’ что 


Oo — большая‘ дилатация. Следовательно, трансвекция Op яв- 
ляется. произведением. Or == OF! O большой дилатации и растя- 


жения. Рассмотрение eai tae анис корней приводит 
к противоречию. >“ 

2) Теперь докажем; что: большую дилатацию O C тез а>2 
‘нельзя представить в виде O= 0] Li.. 0,, где res o == г, res op = l 
для IKiKSr u detop=1: для 2<1<г. Пусть, напротив, 
такое представление: существует. ‘Тогда’ ввиду ‘2.1.2 -P= 
= P, N ... N P,. .В частности; P = Ру для bi <r. Применяя 
тильда-отображение, сопровождающее редукцию по модулю P, 
получим б==0;.,....6,. Мы..знаем из 2,1.3, что б — нетри- 
виальное растяжение г-мерного векторного пространства У/Р, 
где г>2. Но, гез 6; <.1, поэтому. гезб; =A для 1 << Ги 
det =l для 2 Qir. Это противоречит пункту 1). 

3) Вторая часть предложения следует из пункта’ 2). Ho- 
кажем первую часть. ‘Так Как ЧпР<п— 2; то, можно 
выбрать прямую L и. гиперплоскость H так, чтобы было 
НЭР-Е, LÆP. Согласно 1.4.4, существует трансвекция T 
с вычетной прямой L и неподвижной гиперплоскостью Н. 
В силу. 2.1.4 то не является. ‘болышой дилатацией. Henon- 
вижное пространство преобразования то содержит P, а потому 
Tes To < тез о, следовательно,’ ‘либо’ resto ==тез'о, либо 
res то == (res в. 1. Ввиду 2.1.5 элемент та. является про- 
изведением линейного преобразования с вычетом 1 и (гез 0) —1 
ИЛИ (гез o) —2 трансвекций, но последнее невозможно в`силу 
второй части нашего предложения. H paBCHCTBA о=—тт (то). 
Следовательно, верно первое, т. €. о является произведением 
линейного преобразования с PPHETOM,, d и reso трансвекций. 
Предложение доказано. Г 
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2.1.7. Теорема. Каждое нетривиальное преобразование в 
из СГ. (У) является произведением reso линейных преобразо- 
ваний с вычетом 1. Никакое в из GL,(V) не разлагается 
в произведение менее чем reso линейных преобразований 
с вычетом 1. 


2.1.8. Теорема. Каждое нетривиальное преобразование в 
из SL,(V), не являющееся большой дилатацией, представимо 
в виде произведения reso трансвекций. Большая дилатация в 
из 5Ё, (Г) представима в виде произведения (тез о) 1 транс- 
векций, причем это число нельзя уменьшить. Никакое o из 
$, (У) не разлагается в произведение менее чем reso транс- 
векций. 


$ 2.2. Комментарии 


Основной результат этой главы принадлежит Дьёдонне, 
для других классических групп аналогичные результаты были 
получены Шерком и Дьёдонне, см. [13]. Общая задача 
о порождающих множествах матричных групп над кольцами 
заключается в том, чтобы указать „хорошие“ порождающие 
множества. Вот типичные вопросы: порождается ли линейная 
группа над кольцом своими трансвекциями? Какие группы 
конечно порождены? Ответы на них очень сильно зависят от 
кольца. Дальнейшие сведения по теории порождения над 
конкретными кольцами можно найти в обзоре Ю. И. Мерз- 
лякова [23]. Из последующих работ см. [38]. 


Глава 3. СТРУКТУРНАЯ ТЕОРИЯ 


$ 3.1. Порядки линейных групп 


3.1.1. Если п>2 и поле Е бесконечно, то группы GL,, 
$Г., RL,, GL,/SL,„, РСГ,, PSL, над F также бесконечны. 


Доказательство. Группа SL,(F) бесконечна, no- 
скольку она содержит все элементарные матрицы &,, (A). Тем 


более группа GL, бесконечна. Группы RL, и GL,/SL,„, беско- 


нечны в силу их изоморфизма группе Р. Ядро SL, (E)N RL, (Е) 
гомоморфизма Р|, изоморфно группе корней п-й степени 
| n 


из единицы B F и, следовательно, конечно. Поэтому группа 
PSL,„, а значит и РСЁ,, бесконечна. Предложение доказано. 


3.1.2. Теорема. Порядок группы СГ, (Г.) равен 


n 
gene Jii 
1 
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Порядок групп Г, (Р.) u PGL,(F,) равен 


n 
(n-1)/2 i 
q” (1—1) 
gi 


q— 1 
Порядок группы PSL, (F,) равен 


n 
ai l 
N 


(а(—1).-н. о. a.(q— l,n) ° 


Доказательство. 1) Докажем индукцией по п первую 
часть предложения. Для n= l утверждение очевидно. Пусть 
п>2. Обозначим через l, число прямых пространства V. 
Оно равно числу прямых в V’, а значит, числу гиперпло- 
скостей в V. Будем называть гиперплоскость H и прямую L 
парой, если У = H QL. Имеется la прямых в V и [— ВН, 
поэтому найдется l, —[— пар с заданным H, и, значит, 
всего имеется l, ([, — [1-,) пар. Пусть g, обозначает порядок 
группы СЁ, (У). Легко видеть, что 


В" = ln (1, a la) 818и—1. 


Пространство V содержит 4”— 1 ненулевых векторов, NO- 
этому существует 

Е —: 

4—1 


различных прямых. По предположению индукции 


n-li 


PAE. aiad. = и 1) 0-08-20 = 
4 jeee 


l, = 


i=l 


= q" -02 | | (œ — 1), 


i=l 


и первая часть предложения доказана. 

2) Порядки групп SL, и PGL, получаются ввиду изо- 
морфизмов GL,/SL, ~ F ~ RL,. 

3) Так как PSL, œ~ SL,/SL,QRL, и группа SL, NRL, 
изоморфна группе корней п-й степени из единицы поля F}, 
то достаточно показать, что в F} существует ровно d корней 
п-й степени из единицы, где d =H. о. д. (9—1, п). Очевидно, 
всякий корень 4-й степени является корнем лп-й степени. Верно 
и обратное: если d == т(9— l)+ nr u "= 1, то 


в (5) EY =] 
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Таким образом, мы должны найти ‚число. корней 4-й Изстедеди 
из единицы в поле F}, т. е. число корней многочлена м — | 
в Р.. Всякий его а. ‘является корнем ве. x17 — |, 
все корни которого лежат в. т значит, xf — | а: 
над Г, на линейные множители. Так как многочлен № —1 


взаимно прост со своей производной, то он не MOÉT иметь 
кратных корней, поэтому _ В. Fg существует ровно d корней -Й 
степени из ыы | 


5 3. 2. "Центры - 


V Заметим, u что при n>? группа. PSL, и, ‘следовательно, “SL, 
неабелёва — достаточно взять подходящие проективные тран- 
свекции O, и 9 с различными вычетными прямыми и при- 
менить 1.6.4.. tar 


J2 В Централиватор `подерутаы PSL, в PGL; Tpu 
виален. -` 
2). Централизатором 5: уппы SL, 6- - GL; является REg ; 
3) Группы PGL, u PSE, ne имеют ‘центра. [7 
4) cen GL, = RL, cen SL, = SL, П АЁ.. 


_ Доказательство. Допустим, что некоторое о из PGL, 
перестановочно” со всеми элементами из Р$Г,. Докажем, что 
o= 1l. Пусть L — произвольная прямая пространства V: 
Возьмем неединичную проективную трансвекцию т с вычет- 
ной прямой L. Согласно $ 1.6, вычетной прямой проективной 
трансвекции:от6-' является oL, Ho отд" =, Следовательно, 
о[, =[. для всех прямых L из У. Отсюда ввиду 1.1.2 в=1. 
Тем самым доказано. 1). Теперь 2) и 2 Caon из |), а 4) 
следует из 2): | 


$ 3.3. Коммутанты 


3.3.1. Любые две неедичичные трансвекции на у сопряжены 
относительно GL, npn произвольном п и относительно SL, 
npu n > 3. l 


Док азательство. | Будем предполагать, что п >24. 
Занитем данные трансвекции В BHAE Ти, И Ta’, p's где ра == 
= p'a = 0. Возьмем базу х!,.,.., Xn: пространства, И, в которой 
x = = а. и 


— 


пря = ь 0 p= l; 


аналогично, возьмем базу Xj- !.._Ми» Где SIFER H 


p= iA I =, 
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"| 
OT) 56 Ето, т m 
Если = 3, то определим о, полагая ох, =х; ‘при Eeg H 
GX = ÀX2, где À выбрано так, что det о; = 1. 


3.3.2. Если L и L’ — две произвольные. прямые в Y; TO MHO- 
жество трансвекций с. вычетной прямой L и множество ‘транс-. 
в с вычетной прямой L’ сопряжены относительно SL? 


"Доказательство. "Можно читать; “что. n >D 
в группе SL, существует такой,. элемент. Х, что XL = apo 
Указанные множества сопряжены посредством У. 


3.3.3. Всегда SL; = DGE, =DSL, ‘кроме следующих Jox 
исключений: > 


( SL, (Р3) = р GL, (E) >; DSL, F), 
‘SL, (F) > DGL, (F3) = = DSL, (F). 


При п>1 eo всех случаях DSL, > SL, ПВГ, 


- Доказательство. Можно, считать, что" > 2. Заметим, 
что во всех случаях SL, 2 DGL, > DSL. | 
1) Если п > 3, то для двух различных индексов, j можно 
найти, третий синдекс k, отличный: \ от. iiaj. Из jat 1.5 eony 


чаем, что я 
НА) == [kir (A), (0 =, . 29 


следовательно! все” элементарные“ матрицы” ‘принадлежат 
группе DSL,. Ho теореме. .2,1:1- .$2„=0О$Ё,„,. откуда 
SL, = DGL, L DSL, 

9) Допустим, что‘ п==9и card F> 4.>Найдется такое A 
n3“ F, что. l. Ana любого | из F Е 


ее IGLE 1) 


поэтому: th (Pa <= DSL; ARA nRa Bi (Ps = F DSL» Дальнейшее 
очевидно. 

- 3). ТТусть теперь п =2. и Е==Р... Равенство Sh DGL, 
доказывается так же, как в пункте, 2), только. вместо. матрицы 


a sA a надо взять, — h: rge KAO L oo 


F] 
KA 


g 
~A 


Пусть по определению 


af D CED GD CED 


Легко видеть, что G — нормальная подгруппа в SL,. (Доста- 
точно проверить инвариантность С относительно сопряжений 
элементарными матрицами.) По теореме 3.1.2 группа SL, (F,) 
имеет порядок 24, следовательно, факторгруппа $Ё5/С имеет 
порядок 3, а потому абелева. Значит, DSL, = G. Подходящими 
подстановками в равенстве 


(; "С: DGE e r — 4u 
0 1/\u 1/0 1 u 1 g Au? o) 


легко показать, что DSL, =G. 
4) Наконец, пусть п=2 и Е==Р.. Ясно, что СЁ. = SL,, 
откуда DGL, = DSL,. Пусть по определению 


[E ED. CD 


Тогда G — подгруппа в SL, По теореме 3.1.2 порядок 
группы $. (Р5) равен 6. Следовательно, G — нормальная под- 
группа индекса 2 в SL,. Так как факторгруппа SL,/G абе- 
лева, то DSL, = G. Из $ 3.2 следует, что группа SL, неабе- 
лева, поэтому DSL, =G. 


3.3.4. Имеем PSL, = DPGL, = ОР$Г,, кроме двух cae- 
дующих исключений: 
PSL, (Р.) = DPG L, (Р.) > DPSL, (Г.), 
PSL, (F) > DPG L, (F) = DPSL, (F3). 
Во всех случаях npu п> 1 имеем DPSL, Æ 1. 
Доказательство. Применить предложение 3.3.3, учи- 


тывая теоремы о гомоморфизмах и равенство f(DG)= D (fG), 
справедливое для любого гомоморфизма f группы G. 


$ 3.4. Теоремы о простоте 


3.4.1. Теорема. Для любого натурального п—>2 и любого 
поля F группа РГ, (Е) проста, за исключением двух случаев: 
PSL_(F}) и PSL, (Г.). 


Доказательство. Тот факт, что группы PSL, (Р:) 
и РЗГ.(Р.) не просты, следует из 3.3.4, поэтому будем пред- 
полагать, что либо п>3, либо n=? и сагаР>4. Вместо 
проективной группы мы будем иметь дело с группой SL, 
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Достаточно рассмотреть нормальную подгруппу G группы За, 
не лежащую в ВЁ,, и доказать, что G= $4. 

1) Сначала предположим, что п >23. Мы проведем дока- 
зательство, оперируя только с элементами группы линейных 
преобразований SL, = SL, (V). Если удастся найти в С хотя бы 
одну неединичную трансвекцию, то и все трансвекции 
в силу 3.3.1 будут лежать в G, откуда по теореме 2.1.1 
получим G = SL,. Пусть LEG, Х Æ ВГ,. Тогда УХ Æ cen ЗГа, 
следовательно, существует такая трансвекция T из $Ё,„, что 


УТ Æ ТУ. Положим в = УТУ 7! Æ ly. Из равенства 
o =X (TE 'T ') = (УТУ) T! 


следует, что сеС и reso <2. Таким образом, описанная 
процедура, которую мы назовем первым трюком для дока- 
зательства простоты, позволяет найти в группе С элемент в 
с вычетом | или 2. Если гезо==1, то все доказано. Пусть 
res o =2. Опишем теперь вторую процедуру — второй трюк 
для доказательства простоты, в результате которой элемент в 
с вычетом 2 заменяется элементом с вычетом 1. Так как 
res о=2, то найдется гиперплоскость H пространства V, содер- 
жащая R. Снова используя то, что res о=2, найдем такой BeK- 
тор а из H, для которого ваэа. Пусть р — нетривиальный 
линейный функционал и pH ==0. Тогда 


p (в-1х — x) E pR S pH =0 


для всех х из V, поэтому po~! = p. Следовательно, группа G 
содержит элемент 


O (Ta, p~ 1) = (OT, Ka К p —— Toa, po~!T-a, р == Toa-a, р? 


который является нетривиальной трансвекцией. Для п>3 
доказательство закончено. 

2) Теперь пусть п =2. Так как G == RL, то хотя бы один 
элемент о из G перемещает некоторую прямую. Возьмем 
вектор х, коллинеарный этой прямой. Векторы x и ох соста- 
вляют базу пространства V. Матрица преобразования с 
в этой базе имеет вид 

(i 7a) 
l а 


для некоторого q из F. Используя указанную базу, перейдем 
от группы линейных преобразований $5Ё. (У) к группе матриц 
SL, (F) = SL. Тогда G < SL, H 


(1 aes o 
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для_некоторого“а из F. Нужно доказать, что G= SL. Paci 


смотрим произвольные’ А из F u u из F. В силу нормаль- 
ности группы @ матрица 


6 а т С r 
в l a -0 À l a 
лежит B G; т. е. 
| | “a T PPNA 


Снова ввиду нормальности с матрица 


fep 19 =: f = (ea |) D 
лежит у | | 
í 
a =al ‚0: : Я 


Сопрягая. (3). ‚матрицей M 
(1 Ai) нц 
Тот 


O вИПУдл ‚онакэтвао] о Г ых = a S 
oo e. E )=e aona 


сли. у р: то либо, card F> 5, либо card F= 4, а. потому 
существует такое А из F, что. ЕР А 
Так как и произвольно, то ввиду (3), (4) Bce. элементарные 
матрицы лежат в @ и G= SL. Пусть поэтому F = Fy Если 
в, соотношении (1) и— 0. то, а его матрицей 


D КНИБНО2БЧООЗЧи БАВЧи: j 
/ N 3 f { Ч 
1 Я 


получим, что |. E 
30y” 
evade A 


= 


)( SF Di 3 0\-! | 
Ре (1, 1 (1 2 =G. 


Han ее, 


(2 1)=( 
D (2.177 


10 
L l 
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Если pira 0; TO; нь (2) матрица ооо 


С (ы 4). 


а потому и ее квадрат. 
( | ‚) 
-r РУз 
лежат B G. Так или ‘иначё, матрица ta (В) лежит в G для 


некоторого В. из Е. Возводя в квадрат, куб и 4-ю степень, 
получим, ‘что ы (FP) = G: После р. ‘матрицей 


Е" 


получим еще включение fio VIER, _ Предложение полностью 
доказано. и в Е: 


“Ji 


‚ .4.2..Нусть Х-- подгруппа „группы PGL.. | а X гинва- 
риантна относительно сопряжения элементами. из. PSL., -TO 
Х=1| или X > PSL,, за исключением veye случаев, когда 
n= 2 и F == = F3, Faf n i 


Доказательство. в что KA ka Пусть а— He- 
единичный элемент из Х..Ввиду. 3.2,1 он не. содержится 
в централизаторе группы PSL,, которая порождена проек- 
тивными трансвекциями, поэтому в^Р$Е„-существует проек- 
тивная трансвекция т, для которой от == то. Таким образом, 
o (toz №71) = (ото!) т7! — неединичный элемент изг. XA NAPS LE; 
и, значит, .1 < X NPSL < PSL, Остается ‘применить 3.4.1.11 


3.4.3. Пусть X= подеруппа‹ ‚группы @Г,. Если X unea- 
риантна относительно сопряжений элементами из SL,, то 
Х = ВЕ, или. X- SLi, за исключением. двух, сумев, когда 
вой = F», F3. y Y | а 


Доказательство. Шо поводу Олбани ем. 3.3.3 
Далее; применяя 3.4.2.к РХ, получим, что X.S RL} сили 
X - RL, > SL,. Допустим последнее. Тогда 


хэрх=р Qg RL) = SDSL SL,- 


$ 3. 5. ЗДаутой. подход к простоте 


Пусть А —непустое множество, -G — группа. подстановок 
множества А, т. е. подгруппа группы всех подстановок. мно- 
жества А. Напомним, что G называется А-кратно ‘транзитивной 
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(k — натуральное число < card A), если для любых двух 
наборов Qı, ..., а, H bj, ..., Og различных элементов из А 
существует такая подстановка о из G, что ва; =b;, | <1< А. 
Группа называется транзитивной, если она однократно тран- 
зитивна. Ясно, что из Е-кратной транзитивности следует 
(Е — 1)-кратная. 

Напомним, что разбиением множества А называется мно- 
жество попарно не пересекающихся подмножеств, объеди- 
нение которых равно А. Тривиальными называются два раз- 
биения, состоящие из самого А и из всех его элементов. 
Транзитивная группа подстановок множества А называется 
импримитивной, если существует такое нетривиальное раз- 
биение PŽ множества ДА, что oX ЕЯ для всех o €G, Xe. 
В противном случае группа называется примитивной. 


3.5.1. При Е >22 всякая Е-кратно транзитивная группа 
примитивна. 


Доказательство очевидно. 


3.5.2. Всякая нетривиальная нормальная подгруппа при- 
митивной группы подстановок транзитивна. 


Доказательство. Пусть @ — группа подстановок мно- 
жества А и N <G. Очевидно, Nx = Ny или М№х [|] Му = © для 
любых х, у из А. Если определить Я как множество таких 
подмножеств Х множества А, что 


Хе P&X = Мх для некоторого x из А, 


то, как легко видеть, оно будет разбиением множества А. 
Для любых o €&G, Хе из нормальности N следует, что 


oX = в (Nx) =N (вх) Е P. 


В силу примитивности Я тривиально. Так как card N È 2, то 
card Мх 2 для некоторого x из А. Тогда Nx = А для всех x 
из А, т. e. группа N транзитивна. 


3.5.3. Если Т — транзитивная подгруппа группы подстано- 
вок G множества А, то @ =T . S, для каждого а А, где 
Sa — стабилизатор элемента а в G. 


Доказательство. Для всякой подстановки g из G 
v —1 

найдется такое #Ё из T, что ва = ta. Отсюда t gE Sa. 
3.5.4. Примитивная группа подстановок G множества А 


проста, если выполнены следующие условия; 
1) DG =G, 
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2) для некоторого а из А стабилизатор Sa содержит такую 
нормальную абелеву подгруппу На, что 


G =(gH,8g`! |g = О). 


Доказательство. Мы должны рассмотреть произ- 
вольную нормальную подгруппу № группы @, отличную от 
тривиальной, и доказать, что М =G. 

1) Сначала докажем, что G =М.На. Рассмотрим произ- 
вольный элемент g из G. По условию он представим в виде 


i 
==П 218: в ЕС, ВЕН.. 


Ввиду 3.5.2 и 3.5.3 можно записать g; ==1;$;, где п; EN, 
$; Е Sa. Так как Нач Sa, то найдутся такие Е; = На, что 


t 
g= П n,kn; 


Теперь индукцией по £ легко показать, что в = М-Н. 
2) Согласно предыдущему, всякий коммутатор из G имеет 
вид 


(nh) (n,h,) (ив) (n,h,) ~! = прив, В пт! = 
calan Won EI Ar 


а потому содержится B N. Следовательно, G = DG <= М S&G. 
Предложение доказано. 


Используя этот результат, дадим второе доказательство 
теоремы 3.4.1. Зафиксируем прямую L из Р'(У) и определим 
подгруппы Нги $; группы PSL, следующим образом: H, co- 
стоит из единицы группы PSL, и всех проективных транс- 
векций с вычетной прямой L, 


SL = {0 = PSL,| oL = L}. 


Ясно, что $, — стабилизатор прямой L в PSL,, а Hz — нор- 
мальная абелева подгруппа в Sz. Ввиду 3.3.2 


PSL, = (оНтв `! |o Е РЗГ,), 


а ввиду 3.3.4 имеем ОР$Г, = PSL,. В силу 1.1.2 группа PSL, 
точно действует на P! (V), поэтому она изоморфна группе 
подстановок множества P!(V). Легко видеть, что эта группа 
дважды транзитивна, поэтому по 3.5.[ она примитивна. 
Остается применить 3.5.4. 
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c 3.6. Комментарии. 


Простота групп PSL, была доказана B несколько этапов — 
для конечных полей, "бесконечных полей характеристики Æ 2, 
совершенных полей характеристики 2, любых бесконечных 
полей‘ и, наконец, тел — Жорданом, Бернсайдом, Диксоном, 
'Ивасавой, 'Абе, 'Дьёдонне и Хуа Ло-геном B ‘1870—1949 гг. 
Дополнительные сведения, а также теоремы о простоте для 
других классических групп можно’найти в книге Дьёдонне [14]. 
В работе [9] Шевалле’ввел группы; позднее названные его 
именем, и доказал — при некоторых условиях, — что они 
просты. В  дальнейщем ‘оказалось, что почти все простые 
группы Шевалле являются классическими группами (это уста- 
новил Ри), а среди исключительных групп ., обнаружи- 
лись — после’ полувекового’ перерыва — новые конечные про- 
стые группы. Накснёц, Ture [36] доказал ‘тебремы’о простоте 
для классических групп и групп Шевалле с общих позиций 
теории алгебраических .групп. При- переходе от полей к коль- 
цам надежды на простоту уже не остается, так как, напри- 
мер, общая линейная. группа над. кольцом, целых чисел 
содержит бесконечное. ‚семейство конгруэнц- подгрупп, которые, 
очевидно, нормальны. По этой’ ‘причине основным вопросом 
структурной теории над кольцами является уже не вопрос 
о простоте, а -вопрос. \об^' ойисании-всвх\. нормальных.) TON- 
групи — обычно в терминах конгруэнц-подгрупп. По поводу 
структурной теории матричных vyan над кольцами CM. обзор 

‚ И. Мерзлякова, [23]... > \ | 


Глава, 4. КОЛЛИНЕАЦИИ И ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ | 


$ 4.1. Полулинейная алгебра 


равсмозвиы ‘изоморфизм: полей п: F >> Fj. Будем обозная 
чать через а“ образ элемента.“ ‘из’ Ё‘при‘изоморфизме ц. 
Следовательно, 


@+ виа + A ‚(ав = ов". 
Если u: F>» F, рун изоморфизм, то 


C x ой, 


röd pakè k: уу, называется. полулинейным : относи- 
тельно A A если } | jui 


hed obeti, AN Ae H RI и 
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для всех ху из Vinsa из Ел Отображение Е: И. =>) .назы- 
вается полулинейным, если оно полулинейно относительно 
некоторого и,’Если_Е Æ 0; то’ассоциированный` изоморфизм u 
единствен. Пусть отображение k: У —> V; полулинейно относи- 
тельно и: Р>»Е,, а отображение k ViVa полулинейно 
относительно W: F> F, тогда kik: V—>V, полулинейно 
‘относительно п. Пусть: V >И, — взаимно однозначное OTO- 
р на. Если оно HORER относительно ци: Е>>Р,, 
то: И,>»У-полулинейно относительно} ит: Е! =». 

Предположим, что задан изоморфизм их F>=> Рут. Суще- 
ствует естественный способ _ превращения пространства у, 
В E aN а именно положим 


az= ай2 для всех aE F, z&vVi 


Заметим, UTO | | SHEL | | — 

1) dim rF Vi = dimk: Vi, $22 f ; 

2) множество И; тогда и только тогда является ; Fe под- 
пространством пространства V когда -ono является Ё-подпро- 
странством пространства УТ, 

-3) отображение. k: V> Va пространства. Ив Ё!-простран- 
ство’ V; ‘тогда. и только. тогда. полулинейно ` относительно. H, 
когда_оно линейно как отображение upogrpanerya У в F-npo- 
странство У’. 

Это позволяет переносить ‘результаты из линейной. алгебры 
в полулинейную. В. частности, ранидниНы. следующие. два 
предложения: . 


4.1.1. Пусть. k: и — полулинейное AE a w 
W, — подпространства : пространств. Кош Vyr соответственно 
Toeða a 

i) AW — подпространство. в Ут | 
2) Е. W, — NOAPICTPAHETEO в.И, 
3) dimr, kV + dimr "0 = Анта у. 


1} 4.119. Пустых козхи = база пространства: VU Vis . a3 Un — 
произвольные, п векторов из Ир. Для всякого“ изоморфизма 
полей p: Е >>> Е, существует единственное полулинейное относи- 
тельно u отображение k: У — И, переводящее х; в Vi ISi Sh. 
Определяющим равенством для. него, является. 


~ Изоморфизм полей очевидным „образом переносится. на 
‘матрицы: если’ А = (а;;) — матрица размера'р X q Hat F; то 


пусть A” обозначает матрицу (=) размера ржа над ЁР.. 
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При естественных ограничениях на число строк и столбцов 
имеем 


(А В) = ДР В®, (АВ) = А®ВА, 
det Ай = (det A}, (a79 = (49>. 


Последнее равенство означает, что матрица А тогда и только 
тогда обратима над F, когда матрица А” обратима над Р\, 


в -1 
u B этом случае (A`!) =(A") . Для композиции изоморфиз- 
мов полей имеем 


(a) т AFP, 


Если k: V >И, — полулинейное относительно p: F> F] 
отображение H зафиксированы базы &=={»1,..., Xn} и &, = 
—={и,..., Yn} пространств У и У, соответственно, то каж- 
дый элемент Ах, можно представить в виде 


kx; = >. а (lay E F). 


Полученная матрица A= (a;;) размера п, Жп над F, назы- 
‘вается матрицей отображения k относительно пары баз &, £. 
Пусть k: У, >И. полулинейно относительно p: Е >> F, и 
зафиксированы базы %, Æ, тогда, как легко видеть, А, Ам 
будет матрицей отображения А относительно баз %, %.. 
Если У, рассматривать естественным образом как Р-про- 
странство, то матрицей отображения k в смысле линейной 


—1 
алгебры будет матрица А” , где А — матрица отображения k 
в смысле полулинейной алгебры. В частности, 


_} 
k взаимно однозначно и на «< А" обратима © А обратима. 
Если k обратимо, то матрицей отображения k`! относительно 


-i 
баз ¥ı, X будет матрица (477) n 

Все это справедливо в случае, когда F=F, V=V,, 
&=% ив: F>» F — автоморфизм поля F. Тогда матрица 
А == (а,;) порядка п над F называется матрицей отображе- 
ния k относительно базы %. Если 3 ={21,..., Za} — другая 
база пространства И, связанная с первой базой матрицей 
перехода T = (t;;), т. e. 


n 
Zj == > liiis 


и если В — матрица отображения k относительно базы 3, то 
В==Т 'АТ» 
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Вопрос. Существует ли нетождественное полулинейное 
взаимно однозначное отображение пространства V на себя, 
матрица которого единична в некоторой базе пространства V? 

Коллинеацией k пространства V на пространство И, назы- 
вается полулинейное взаимно однозначное отображение 
k: V >> V, пространства У на пространство V. Множество 
коллинеаций замкнуто относительно композиции и обраще- 
ния. В силу 4.1.1 Е — коллинеация = Е — геометрическое mpe- 
образование. В частности, можно взять k для произвольной 
коллинеации k и получить проективность, даже проективное 
геометрическое преобразование k: Р(У)>—»Р(У,) простран- 
ства V на пространство V. Проективность n: Р(У)>—»Р(У)) 
вида л=А для некоторой коллинеации №: У >>, назы- 
вается проективной коллинеацией пространства У на простран- 
ство V. Ясно, что множество проективных коллинеаций 
замкнуто относительно композиции и обращения. Если n — 
проективная коллинеация, то л — проективное геометрическое 
преобразование. 


$ 4.2. Основная теорема проективной геометрии 


4.2.1. Пусть п — взаимно однозначное отображение MHO- 
жества прямых пространства У на множество прямых про- 
странства Vi, т. e. п: Р'(У)>»Р!' (У). Если 


L, = La — l ERL = до -- nL, 


для всех Li, Lọ L} из P'(V), то п единственным образом 
продолжается до проективности Il: P (V)>—>P (V,). 


Доказательство. Единственность следует из 1.1.2. 
Докажем существование. Легко проверить индукцией по г, 
что 


Бер... ЕЕ, эл SanL Е... + aL, 


Положим ПО ==0. Произвольное ненулевое подпространство U 
из Р(У) разложим в сумму прямых 


U=L +... +L, 
и положим 
ПО = aL, + ... aL, 


Ясно, что П — корректно определенное взаимно однозначное 
отображение множества Р(У) на множество P(V,), сохра- 
няющее порядок и индуцирующее л на прямых. 


4.2.2. Пусть’ п: P (V)> P (Vi) — такое взаимно’ ‘однознач- 
ное оне на, что 


USW SUS аи. 


Если dimp V = ЧЕ Vi, To n — проективность. 
Доказательство, Включив произвольное подпростран- 
ство пространства V B строго возрастающую ‘цепочку из 
n+} 1 подпространств, ‘мы Видим, что п oeei amer размер» 
НОСТЬ, : = что” 


WEW SUEN. 
Пусть пи U DaT: Тогда 
| | (ПТ) = лИПлТ =0. 
Следовательно, ОПТ =0, ОТ = UPT un 
| л(0ФТ) 2 SnU OnT д. 


Из размерностных. соображений, л(0@Т) =лТ, откуда US 
= UQT =. 


ЩИ усть ‘1 — взаимно однозначное отображение MHO- 
жества прямых ` пространства у на множество прямых про- 
странства V. Предположим, что dim; V = dimp, V, u 


DE L; ip r, > nL, © nL, URE. 
Toda n ‘можно однозначно продолжить ðo проективности 
п: P(V)>>P (V). 
Aok азательство. 1) По индукции 


=. сы Salt. (Чл, 
поэтому в - р | 
т Lı -- hhi T >И, = п[. | ka +} e В 


Crenn ательно, 


Li, ..., L, незавивимы. .= ALi =s., NL, независимы. 


2) Положим H0 = 0. Произвольное подпространство ‘0-20 
из Р(У) разложим в сумму ` 
OHF! y a Usmibirocio þik; 
и положим, ` KOHM } $ вато: лото 
FUE RAURAU R E пога 
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В силу 1) П’— корректно определённое продолжение :отобра- 
жения H Ha: P (V). Очевидно, -H сохраняет - и. dim. Легко 
Hoep UTO.: [отображение на. И.” 


м = и IU = = ПУ, 
ВВ 4. 2. 2 остается и взаимную: однозначность! этого 
отображения, т. € что из ИО = ШИ следует U =W. Доста- 
точно показать, что из” TİL = ПУ мые L&W. Но это 
действительно так, поскольку | 


dim (W + L) = dim II (W + Г) = dim (W + IL) = | 
= dim ШУ = dim W, 


4.2.4. Пусть n — взаимно однозначное отображение MHo- 
жества прямых пространства V ‘на множество прямых npo- 
странства У, и dimp V = dimp, Vı. Если существует такое 
фиксированное р (2<р<и—1), что для каждого р-мерного 
подпространства U пространства V все прямые nL (где L = И) 
попадают в некоторое р-мерное ‘подпространство простран- 
ства .У., то.п: можно единственным образом продолжить до 
проективности 


п: Р(У) р (И). 


Доказательство. 1) Если p= 2, то утверждение легко 
следует из 4.2.3. Пусть 3<р<п—1. Мы будем доказывать, 
что аналогичное свойство имеет место для р— 1 и, значит, 
в конечном счете для р=2, чем все будет доказано. 

2) Для произвольного подпространства Х пространства V 
обозначим через X, подпространство пространства V}, no- 
рожденное прямыми nl, L.S Х._Яено, -UTO 


dim X [< p> dim X, <p. 
Нужно показать, что | 
_ атИ=р—1=>ат0, <р-—1. 
Пусть, напротив, существует такое подпространство U pae 


мерности р —1; что dim U, = p. Возьмем прямую К SV, для 
которой К, £U, Тогда KŒU, ат (К-И) =р и, значит, 


dim (K +U), >dim(K, +U) =p + 1. 
Противоречие. 


4.2.5. Теорема. Если dimp V >23, то всякая проектив- 
ность пространства У на пространство у: является проек- 
тивной коллинеацией. 
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Доказательство. 1) Для произвольных а из У u a 


из У, будем обозначать через (а) и (a^) прямые Ра и Ра’ 
соответственно. Пусть задана проективность л: Р(У)>—»Р(У,) 
пространства У на У,. Зафиксируем базу х,..., Xn про- 
странства У. Очевидно, существует такая база xi, ..., Хх, 


пространства V, что 
n(x) = (х;), 1 <#1=<л, 
n(x Е х,) = i t i 2: п. 


2) Так как л — проективность, то каждый элемент а из F 
определяет такой элемент а’ из F, что л (x — ах,) = (xi FUL). 
Ясно, что 0=0, 1= 1 и из а’=8В’ следует а==В. Таким 
образом, мы имеем взаимно однозначное отображение (оче- 
видно, на) 

i r Е—»Р.. 
И 2 ит . 

3) Докажем, что n(x  ах,) = (xi + axy для 2<1< и. 
В силу 2) существует такое отображение ~: Е>»Р,, что 
n(x  ах,) = (ах), 0=0 и 1=1. Далее, 


E y Е | (хо) -++ (xi) 
И 1 (ах) (ах), 


^ вле Ot 
Я (e H a) ++) 
Отсюда n (ax, — ах,) = (а’х, — @х,). В частности, n(x, — х,) = 
НЕ (x; —- 1). Но n (ах, — ах;) = j (х. — XY» значит, & =Q. 
4) Заметим, что 
nir Нах, ... Нах.) == Кам +... Нах,). 
В самом деле, 


a(x ах, |... Нах, ) = (жж... + *х,) 


поэтому 


И 


д (x + ол. +... + CAE A = EA -|- ах; -+ (x3) +... + EA 


где (x;} пропущено. Отсюда *, =q}, 
5) Имеем также 


n (aa +... + а,х,) Ее (ах. p... + E 
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В самом деле, 


nia +... Ра, ) = (м... + х,) 


л (ах, +... На,х,) = (м Ра, ... Нах) E (1), 


откуда *, = Q}, 
6) Взаимно однозначное отображение ’: Р>»Р, поля F 
на поле F; в действительности является изоморфизмом INO- 


лей. В самом деле, 
(xi + (a + BY x3 + x3) = n (x, + (a + Вх, + х,) = 
= (xi -+ ах.) + CEA -+ хз), 
поэтому (a + BY = а + В’. С другой стороны, 
(x + (aß) x3 + EA) = (x + aßx, + Вх.) = (*1) + (ax + хз), 


поэтому (aby = а’. 
7) Имея в виду 4.1.2, определим коллинеацию ki V >=> И, 


относительно изоморфизма ’ следующим равенством; 


Е (ах, ... Han) = (ам - ... + ах,). 


Легко убедиться, что Ё и л совпадают на прямых. Поэтому 
n= k, т.е. л — проективная коллинеация. Теорема доказана. 


$ 4.3. Группы ГЁ, (У) и РГГ, (У) 


Коллинеацией пространства V называется коллинеация 
пространства У на себя. Изоморфизм полей u, ассоцииро- 
ванный с коллинеацией пространства И, является в этом 
случае автоморфизмом поля F, т. e. если k: У>» V — KOJ- 
линеация пространства У с ассоциированным изоморфизмом 
полей p: Р>—»Р, то 

цеЕАЦР, 


где Aut F обозначает группу автоморфизмов поля F. Muo- 
жество коллинеаций пространства У является подгруппой 
общей геометрической группы #Д, (У). Мы будем обозначать 
ее через ГЁ,(У) и называть коллинеарной группой прост- 
ранства У. Под группой коллинеаций пространства У будем 
понимать любую подгруппу группы ГЁ„ (У). Acro, что GL, (У)= 
<= ГЁ, (У), поэтому любая группа линейных преобразований 
является группой коллинеаций пространства V. 


4 Зак, 154 
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Проективной коллинеацией пространства V называется 
проективная коллинеация пространства У на себя. Множество 
проективных коллинеаций пространства У совпадает с обра- 
зом группы ГЁ, (У) при отображении ~, т. e. с группой 
РГГ, (У). Эта группа называется проективной коллинеарной 
группой пространства У. Под проективной группой колли- 
неаций пространства V будем понимать любую подгруппу 
группы РГЁ, (У). Ясно, что РСЁ,(У) = РГГ, (У), поэтому 
любая проективная группа линейных преобразований является 
проективной группой коллинеаций пространства У. 


4.3.1. Подгруппы RL,, SL, и GL, нормальны в группе 
ГГ,, а PSL, и РСЕ, — в группе`РГГ.. 


Д`оказательство. Нормальность подгрупп RL, и GL, 
следует прямо из определений. Для доказательства нормаль- 
ности подгруппы SL, нужно воспользоваться предложе- 
нием 3.3.3, а для доказательства нормальности подгрупп PSL, 
и PGL, применить гомоморфизм P к SL, и СЕ... 


4.3.2. Пусть п>2. Если коллинеация k из FIL, такова, 
что kL = L для всех прямых L пространства V, то Е = RL,. 


Доказательство близко к доказательству предложе- 
ния LAL 


4.3.3. Замечание. Пример преобразования k: аху => atxo, 
где и — нетождественный автоморфизм, показывает, что 4.3.2 
неверно при n= l1. 


4.3.4. 1) При п 1 группа проективностей пространства V 
совпадает с группой РЕГ, (У). 

2) Бели вп 3, то РЕЁ, (У) = PTL, (У). 

8) Если п>2, то Кег(Р Iz, ) = RL, и PTL, ~TL,/RL,. 


4) Если n= 1, ro ker (P m L) =T TL, и группа PTL, Tpu- 
виальна. 
Доказательство. Мы уже знаем, что 


PTL, = РЕГ, = группа проективностей, 


Если п > 3, то в силу основной теоремы проективной reo- 
метрии включения заменяются равенствами. Этим доказано l) 
и 2) при п>3. Если n= l, то доказательство l) тривиально. 
Рассмотрим случай n= 2. Пусть л — проективность прост- 
ранства И. Тогда aP! (У) = P! (У). Для каждой прямой L из 
P! (V) зафиксируем ненулевой вектор xz, лежащий в L. Io- 
JOKUM ф(ах,) =X, для всех aE F, [еР'(У). Ясно, что 
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ф — геометрическое преобразование пространства У на себя, 
т. e фЕЯД, (У). Но ф=л. Утверждения 1) и 2) полностью 
доказаны. Для доказательства 3) достаточно применить 4.3.2. 
Наконец, утверждение 4) тривиально. 


Ввиду 4.3.4 мы можем использовать символ РЕЁ, (И) для 
обозначения группы проективностей пространства И. 


4.3.5. 1) Централизаторы групп PSL, и PGL, в PTL, Tpu- 
виальны. 

2) Группа РГГ, не имеет центра. 

3) Централизатором группы RL, в CL, является СГ... 

4) Централизатором группы GL, в ГГ, является RL,. 

5) Централизатором группы SL, в FL, является RL, при 
n2 g EL ПН Rl, 

6) Центром группы FL, является подгруппа 


{aly la EF, a =a для всех u из Aut F} 


группы RL,. 


Доказательство. Пусть © — такой элемент из IL,, 
что 665`!=0 для всех o из SL,. Если мы покажем, что =l], 
то утверждение 1) будет доказано. Ввиду 4.3.4 можно CYH- 
тать, что п>2. Пусть L — произвольная прямая простран- 
ства И, а т — трансвекция с вычетной прямой L. Легко убе- 
диться, что 6т9-! — трансвекция с вычетной прямой gL. 
Следовательно, T и T !— проективные трансвекции с Bhl- 
четными прямыми L m gL соответственно. Так как они COB- 
падают, то gL= L для всех прямых L. Поэтому в силу 4.3.2 
ЕВГ, б=1|. 

Утверждение 2) следует из 1), 3) — из определения группы 
СГ, 4) — из 3) и 3.2.1. Для доказательства утверждения 5) 
нужно использовать l) и 4.3.4, а для доказательства утвер- 
ждения 6) — утверждение 4). 


4.3.6. 1) Отображение, сопоставляющее каждой коллинеа- 
ции связанный с ней автоморфизм поля, является групповым 
гомоморфизмом на с ядром GL,. 

2) ГГ. СГ, ~œ Aut F. 

3) РГЁ./РСГ, ~ Aut F, если п>2. 


4.3.7. Пример. Пусть Е — поле с тривиальной группой 
автоморфизмов, например поле рациональных чисел. Рас- 
смотрим случай п=2. Тогда PTL, =РСГ.. Легко видеть, 
что всякий элемент о из GL,, оставляющий на месте 
три различные прямые пространства И, лежит в ВЁ., поэ- 
тому всякий элемент k из РГЁ., оставляющий неподвижными 


4* 
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по крайней мере три элемента из P'(V), равен единице. Оче- 
видным образом можно определить проективность л про- 
странства И, которая два элемента из Р'(И) переставляет, 
а все другие оставляет на месте. Такая проективность л не 
может совпадать с проективной коллинеацией, если простран- 
ство V содержит хотя бы пять прямых. Другими словами, 
при n= 2 основная теорема проективной геометрии неверна. 

Под представителем элемента » из РГЁ, (У) мы понимаем 


такой элемент k из ГЁ,(У), что Е =>}. Если k, и Е. — aie- 
менты из ГЁ, (У), то при п>2 в силу 4.3.4 следующие yT- 
верждения равносильны: 

1) Е; и kọ — представители одного и того же » из РГЁ,, 

2) & = г для некоторого г из RL,, 

3) Е, =гЁ› для некоторого г из RL,. 

Если п—>2, то все представители элемента » из PGL, 
лежат в GL,. 


$ 4.4. Изоморфизмы Ф,; 


Теперь мы определим групповые изоморфизмы Ф, — сна- 


чала для коллинеации g: V >> V, пространства У на npo- 
странство У!, а затем для проективной коллинеации 
g: Р(У) >»Р(У!) пространства V на пространство Va. 

Пусть сначала задана коллинеация g: V >> И, простран- 
ства V на пространство У, m u: Р>>»Р, — связанный с ней 
изоморфизм полей. В частности, п =. Ясно, что отображе- 
ние P, определенное равенством 


gk = gkg! для всех А <= ГЁ, (У), 
является изоморфизмом групп 
D.: TL, (У) >» ГГ, (У). 
Для композиции и обращения справедливы равенства 


-1 
Daig = DaDo, S Зи в 


Далее, P, индуцирует изоморфизмы 
Ф,: GL, (У) >> GLa, (У,), 
Ф;: 5, (У) >> 5Г, (V3), 
Ф,: RL, (У) >> ВГ. (У). 
Если o € СЁ, (У), то 
det (Ф,с) = (det o)", 
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Вычетным и неподвижным пространствами преобразования 
Ф,с являются QR и gP соответственно. В частности, 


res Ф,с == Ге$ о. 


Если H — гиперплоскость, L — прямая и L = H, то gL — npa- 
мая, лежащая в гиперплоскости gH пространства V. Изо- 
морфизм Ф, отображает множество трансвекций с простран- 
ствами 2 <= Н на множество трансвекций с пространствами 
gL = gH. Если в — трансвекция вида © == та, p) TO 


D та, и: 


p ga, ира "* 


Пусть теперь задана проективная коллинеация g: Р(У) —» 
>> Р(У,) пространства V на пространство V. Имеем снова 
п = п. Полагая 


D,k = gkg—' для всех k e PTL, (У), 


получим изоморфизм групп 
Ф,: PTL, (У) >> PTL, (У). 


Для композиции и обращения справедливы равенства 
р И 
Dre =Ф,Ф, D, =Ф,-.. 


Так как с — проективная коллинеация, то она имеет вид 
g=h для некоторой коллинеации h: У >» V. Легко убе- 
AHTbCA, что 


Ф/=Ф;/=Ф,] для всех je ГЕ, (У). 


Следовательно, Ф, индуцирует изоморфизмы 
Ф,: PGL, (V) >—>> PGL, (V 1), | 
D,: РЗГ, (У) >» PSL, (V:i). 


Кроме того, P, отображает множество проективных транс- 
векций с пространствами L = H на множество проективных 
трансвекций с пространствами gL = gH. 


4.4.1. Пусть п=п 22. Для любых коллицеаций 81, Bə 
пространства У на пространство V, следующие утверждения 
равносильны: 


l) Фа, = Фь,, 

2) Zi = ĝo, 

} ‚ = gxr для некоторого г из ВЕ, (У), 

4 g = fg, для некоторого rı из RL, (V3). 
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$ 4.5. Контраградиент 


Рассмотрим полулинейное отображение k: У —> V, относи- 
тельно изоморфизма полей u: F>> F. Ясно, что и-'01 Е У” 
для каждого р, € V}. Это позволяет с каждым полулинейным 


отображением k связать транспонированное отображение 
в: УИ”, 
определяемое формулой 


fk (21) = upik, pE Vi. 


Другими словами, каждому Ё соответствует точно одно OTO- 
бражение Ýk, такое, что 


(x, ‘ko = (kx, p) для всех хЕУ, p EV]. 


Это равенство является определяющим для 'Ё. 
Ясно, что Žk: Vi — И” — полулинейное отображение отно- 


сительно u`! F> F. Для любых двух полулинейных OTO- 
бражений k и l пространства У в пространство У, имеем 
‘8—0 =0, 
t= tekl 


Если k: У >И, и К: И, >И. полулинейны, то их компози- 
ция kik: V —> V, тоже полулинейна и 


ЦЕ) = ЕВ. 


Пусть зафиксированы базы & и 9) пространств У и V, соот- 
ветственно. Обозначим через &%’ и 9)’ сопряженные с ними 
базы пространств V’ и Vi. Если А — матрица отображения k 


относительно баз & и 9), а В — матрица отображения ‘k от- 
носительно баз 9%)’, &’, то 


B" =ʻ*A 
В самом деле, 


аи= (Хану, 9!) = (Rip и) = (ap Ruy = 
=(*» 2 быку = bhi. 
В частности, k тогда и только тогда будет взаимно одно- 


значным отображением на, когда таково транспонированное 
отображение ‘k. Если k: У>»И, взаимно однозначно на, то 
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(k Г) H ( k) — полулинейные относительно U: F >> F| взаимно 
однозначные отображения пространства У’ на простран- 


ство Vi, поэтому 
(ET) = (R). 


Для произвольной коллинеации k определим контраградиент- 
ную к ней коллинеацию k, полагая 


ре. 


Ассоциированный изоморфизм полей для Ř u одинаков, и 
мы имеем диаграммы 


k: У>>И,, w: FF, k У’>>И,. 


Контраградиент ` связан с композицией и обращением сле- 
дующим образом: 
(kı оо k)“ =, ое В, 
T) =)”. 
Зафиксируем У и рассмотрим действие контраградиента 


на коллинеациях пространства И, т. ee на ГЁ, (У). Легко 
видеть, что контраградиент — это изоморфизм 


~ TL, (У) —» ГЕ, (У), 
сохраняющий ассоциированные автоморфизмы поля. Он ин- 
дуцирует изоморфизмы 
<: GL, (V)>=> GL, (У), 
7: SL, (У) > SL, (У), 
: RL, (У) >» RL, (V^). 
Далее, 
matz k = Ата, = А, 


где &’— база, сопряженная с %, а матрица А определяется 
для обратимой матрицы А равенством 


А=' А”. 


Кроме того, для любого k из ГЁ, (У) и любого подпростран- 
ства U пространства У имеем 


kU? = (0). 
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Назовем изоморфизм ~ : IL, (У)>—>ГГ, (V^) контраградиентным 
изоморфизмом над пространством V. 


4.5.1. Пусть “~ — контраградиентный изоморфизм над npo- 
странством V, а в — произвольный элемент из GL,(V). Тогда 

1) вычетным пространством преобразования д является РО, 

2) неподвижным пространством преобразования 6 являет- 
ся R°, 

3) res б = res в, 

4) ~“ отображает множество трансвекций с пространствами 
LSH на множество трансвекций с пространствами H? = LP, 

5) если с — трансвекция O= Ta, р, ТО Фа, p = Tp, а, где эле- 
мент @ из V” определен равенством (ф, 4) = (а, Q). 


Доказательство. Достаточно доказать 1) — 4) с заме- 


ной б на ‘д, а вместо 5) доказать, что Ta, p= Tp, а. Обозна- 
чим через R, Pi вычетное и неподвижное пространства Npe- 


образования ‘о. Если р <= R°, то для любого x из У имеем 
(x, 'ор— p) = (ox — x, р) (R, RY =0. 


Отсюда *op =p, ROS P,. С другой стороны, если p € P4, то 
для произвольного х из V 


(ox — x, p= (x, ‘ор — р) ==0, 


откуда Р, < R°. Следовательно, Р; = R°. Утверждение 2), 
а вместе с ним и 3) доказаны. Далее, для любых реЕР, 
p æ V 


(p, ‘ор— p) = (op — p, p) =0. 
Поэтому А, =Р° и из соображений размерности Ю, == Ро, 


Итак, мы доказали 1), 2) и 3). Утверждение 4) следует из 1) 
и 2). Докажем 5): 


(x, ‘та, оф) == (х + (ох)а, ф)==(х, +l, pla, p= 
= (x, P) + 4 (p) (х, р) == (x, Ф+- а ($) р) = (х, ть, ap). 
Предложение полностью доказано. 


Так как контраградиентный изоморфизм отображает ЮГ, (И) 
на АГ, (У’), то можно определить изоморфизм 


~; PEL, (У) —» PTL, (V°), 
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полагая 


— 


k= для всех Ё из PTL, (V). 


Мы будем называть его проективным контраградиентным изо- 
морфизмом над пространством У. Ясно, что он индуцирует 
изоморфизмы 


“ : PGL, (Г) >> PGL, (V°), 

~: PSL, (Г) =» PSL, (V^) 
и отображает проективные трансвекции с пространствами 
LSH на проективные трансвекции с пространствами HÌ'S L., 
Если $ — произвольное подмножество из PTL, (V), TO $ имеет 
обычный функциональный смысл, т. е. $ = {$|$ = S}. 


$ 4.6. Комментарии 


Наши результаты для п>2 (кроме случаев, когда n= 2 
u Е=Р., Р.) иллюстрируются следующими диаграммами: 


ГЕ 
Aut Е 
GLa РЕГ, 
Ё 
1 при п>3 
SEn PTL, 
Aut F 
иростая ВЬь PGL, 
Е/Ё” 
SLa И ВЫ, PSL 
Vi BF простая 
ly 1 


Для дальнейшего чтения по проективной геометрии (в чаот- 
ности, над телами) укажем книги Артина [3] и Бэра [4]. 


106 О. О’Мира 


Глава 5. ИЗОМОРФИЗМЫ ЛИНЕЙНЫХ ГРУПП 


$ 5.1. Предварительные сведения 


Обозначим через С„(Х) централизатор в А непустого под- 
множества X абстрактной группы А. Ясно, что Са(Х) — под- 
группа в Ди 


X, = X> C4 (X) > C4 (X), 
XS&C4C4(%). 
Если ф: A>—> pA — изоморфизм, то 
ФС 4 (X) = Сол (ФА). 
Для краткости будем писать 
Су (X) = Сок, v (X) 


или 
Cy (X) = Cra, (у) (X) 


в зависимости от того, с какой из групп GL,(V), PGL,(V) 
мы имеем дело. Символ С без индексов будет использоваться 
нами для обозначения централизаторов Сс и Сл в группах G 
и А, которые будут определены позже. 


5.1.1. Если o = СЁ, (У) — ВЕ. (У), то ОСу (с) = ly. 


Доказательство. Преобразование о должно сдвигать 
некоторую прямую, так как с É ВГ., (У). Поэтому существует 
база Х пространства V, в которой матрица преобразования O 


0 
имеет вид (1 T Прямым вычислением находим, что Ma- 


трица произвольного преобразования из Су (0) в базе & имеет 


Ф 


Любые две матрицы такого вида перестановочны. Предло- 
жение доказано. 


5.1.2. Пусть п=2, L u K — различные прямые в V, tpu 
тк — трансвекции с вычетными прямыми L и К соответственно. 
Тогда коммутатор т‚тктг!тк' лежит в @Г, — RL, и имеет 
вычетное пространство V. Если Тк — трансвекция с вычетной 
прямой К, отличная от тк, то преобразования T тклр ‘тк! и 


Тклг Тк’ не перестановочны, 
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Доказательство. 1) Так как L — единственная npa- 


мая, инвариантная относительно Tz, то прямая J =*,;К от- 
лична от К. Но т, = T tt}! — трансвекция с вычетной пря- 


мой J. Поэтому вычетным пространством преобразования 
= Ме = c =š 
T TkT Мк! = T;īk! является, ввиду 1.3.3, пространство V = 
=J + К. Так как преобразование T, TT; тк! есть произведе- 
ние двух трансвекций, то оно не может принадлежать 
группе ВЁ.. Это доказывает первую часть утверждения. 
2) Выберем базу xı, X2 так, чтобы было Fx = L u Fx = К. 
В этой базе 


G G) 69) 
о a En r Aar 


аВу=20 и В=-у. Прямое вычисление с этими матрицами по- 
казывает, что указанные коммутаторы не перестановочны. 


Напомним, что преобразование o = СЁ, (У) называется 


унипотентным, если (o — ly) =0 для некоторого k> 0, т. e. 
если преобразование (0 — ly) нильпотентно. Сужение уни- 
потентного преобразования на инвариантное подпространство 
также унипотентно. Следующие утверждения равносильны: 
1) с унипотентно, 
2) все характеристические корни преобразования с равны 1, 
3) существует база пространства V, в которой с имеет 
верхнюю треугольную матрицу с единицами на диагонали. 


5.1.3. Если поле Е имеет характеристику р>0, то пре- 
образование o = СГ, (У) тогда и только тогда унипотентно, 


y 
когда o? = ly для некоторого v Q0. 
Доказательство. По формуле бинома для перестано- 
вочных линейных преобразований 


(o — 1y)?” = 0” — Iy. 
Теперь ясно, что из условия o” = ly следует унипотентность. 
Обратно, если (© — 1,)*==0, то (o— 1y) =0 при p> k, 
откуда д” = |у. 


Элемент X & PIL, (У) назовем проективным унипотентным 
преобразованием, если »=6 для некоторого унипотентного 
преобразования с = СЁ, (У). В этом случае мы называем O 
унипотентным представителем элемента ». Очевидно, унипо- 
тентный представитель определяется единственным образом. 


5.1.4. Пример. Все трансвекции унипотентны, все проек- 
тивные трансвекции являются проективными унипотентными 
преобразованиями. 
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Будем говорить, что элементы А, ko = ГЁ, (У) проективно 


перестановочны, если Ё и k, перестановочны. Очевидно, из 
перестановочности следует проективная перестановочность. 
В некоторых случаях справедливо и обратное, а именно 


5.1.8. Я усть в = СГ,(У) удовлетворяет одному из следую- 
щих условий: 


1) reso <5 


í v v 
2) reso = pn и в не является большой дилатацией, 


3) со имеет точно один характеристический корень в поле F, 
4) о унипотентно. 
Тогда, если в проективно перестановочно с È E СЁ, (У), то 
с и È перестановочны. 


5. l. 6. Если o u Хе GL,(V) проективно перестановочны, 
то o” и È перестановочны. 


5.1.7. Пример. Пусть п=3 и все СГ. (У) таково, что 
reso =2. Преобразование » == бЁ.(У), проективно переста- 
новочное, но не перестановочное с в, существует тогда и 
только тогда, когда deto= 1l, о диагонализируемо над Ри 
03 = 1. В самом деле, предположим сначала, что эти усло- 
вия выполнены. Тогда в некоторой базе 


100 
o~| 0 о 0 | o#Æl, œ=l. 
ОО o? 
Пусть У — преобразование из GL, (У), определенное условием 
00 1 090—110 
| —100| =“-|0 0 1l. 
0 1 0 l 0 0 
Тогда EoX '= ®’о, так что У проективно перестановочно, но 


не перестановочно с o. Обратно, пусть имеются È и а=20, 1, 
такие, что 


а (Зоя!) —0. 


Очевидно, 0 =1. Так как гез о =2, то найдется ненулевой 

вектор х, неподвижный относительно о. Но o (Èx)= а (Ух) и 
o (2х) = а? (Ух). Следовательно, 

+959 

|0 а 0 

0 0 о? 


) 
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так как l, а, а’ различны. Таким образом, все условия Bbl- 
полнены. Заметим, что если преобразование ве СЁ. (У) 
с гез о==2 удовлетворяет нашим условиям, то группа 


(Су (5))°) 


абелева. Для того чтобы убедиться в этом, зафиксируем 
базу Xi, Хо, Хз, в которой ов имеет диагональную матрицу. 


Рассмотрим представитель » произвольного ХС, (6). Так 
как » проективно перестановочно с с, то ввиду 5.1.6 X’ me- 
рестановочно с о. Итак, каждый элемент ф группы «(Су (6))3) 
имеет представитель ф, перестановочный с о, T. e. pop! == о. 
Далее, Ех; — единственная прямая, на которой o имеет харак- 
теристический корень &а;. Но o (фх;) = a; (фх;), поэтому ф(Ёх;)= 
= Ах, #=1, 2, 3. Таким образом, все ф перестановочны 
между собой, и, значит, группа «(Су (6)}3) абелева, что и 
утверждалось. 


$ 5.2. Группы, богатые трансвекциями 


Будем говорить, что подгруппа G из ГЁ,„ (И) богата транс- 
векциями, если п>2 и для любой гиперплоскости H S V 
и любой прямой LSH в группе G найдется по крайней 
мере одна трансвекция, для которой R= L, Р=Н. 

Аналогично, подгруппа А из РГЁ, (У) называется богатой 
проективными трансвекциями, если п 2 и для любой гипер- 
плоскости H SV и любой прямой L = H в группе А найдется 
по крайней мере одна проективная трансвекция, для которой 
R=L, Р=Н. 


5.2.1. Пример. При п>2 группа $Ё, (У) богата транс- 
векциями, а группа PSL,(V) богата проективными трансвек- 
циями. Разумеется, этими группами примеры не исчерпы- 
ваются. Позже мы увидим, например, что SL,(V) и РЗЕ., (У) 
содержат бесконечно много таких подгрупп в случае, когда 
Е — поле рациональных чисел Q. 


С этого момента С будет обозначать подеруппу из ГГ, (ТУ), 
богатую трансвекциями, а A — подгруппу из PEL, (У), богатую 
проективными трансвекциями. Через @ u № обозначаются 
аналогичные группы, связанные с пространством V, размер- 
ности п, над полем F,. Наконец, пусть A — изоморфизм групп 


Л: А >> A}. 


Будем говорить, что Л сохраняет проективную трансвек- 
цию в из А, если Ло — проективная трансвекция, и что Л 
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сохраняет проективную трансвекцию o, е=А,, если A a= 
проективная трансвекция. Изоморфизм А называется сохра- 
няющим проективные трансвекции, если он сохраняет все 
проективные трансвекции из А и A; 


5.2.2. Группы С и А также богаты. 
Доказательство. См. $ 4.5, особенно утверждение 4.5.1. 
5.2.3. Если п 3, то группы DG и DA также богаты. 


Доказательство. Начнем с G. Для данной гипер- 
плоскости H и данной прямой [= H мы должны найти 
трансвекцию o = DG, такую, что КЮ =[Г и P= H. Выберем 
базу х!,..., Xn пространства У так, чтобы было Ех, = 
и Fx + ... + Ех, = H. Пусть pi, ..., о, — сопряженная 
база. Так как группа С богата, то существуют а, ВЕР, 
такие, что 


ху, 005 = G, Те BOn = G. 
Тогда трансвекция 


O = Txi aboy — [Tep р.» Тх,, Bon] € DG 


является искомой. Теперь разберемся c A. Так как А богата 

проективными трансвекциями, то Р'А богата трансвекциями, 
-1 

следовательно, DP A также богата трансвекциями, H, значит, 


-1 
DA= P(DP'A) богата проективными трансвекциями, что 
и требовалось доказать. 


5.2.4. Пусть Ro, Ру — произвольные подпространства npo- 
странства V, удовлетворяющие условию dim Ro + dim Ру =n. 
Если Ко — прямая, то предположим дополнительно, что Ю,=Р.. 
Гогда существует преобразование o, являющееся произведе- 
нием dim Rọ трансвекций из G и такое, что R= R, P = P}. 


Доказательство. Если Ю==0 или Ro— прямая, то 
утверждение очевидно. Пусть теперь Ro — плоскость. Выберем 
прямые Lı, La и гиперплоскости H, H, так, чтобы было 


ДЕН, ЕВ. 
R= L, + Lo, P= H, N Ha. 


Для того, чтобы убедиться в возможности такого выбора, 
рассмотрим отдельно случаи, когда пересечение Rof Po 
является точкой, прямой и плоскостью. Так как С богата 
трансвекциями, то можно найти в ней трансвекции O; H оо, 


Лекции о линейных группах 111 


для которых Ю =, P= H, R= Lọ P= H Положим 
0 = 0106. и применим 1.3.3. 

Теперь проводим индукцию по dim Rọ. По предыдущему 
можно считать, что dim ЮВ, >23 и, значит, dim PoS n — 3. 
Пусть Р, — гиперплоскость, содержащая подпространство 
Р,, а Р. — подпространство из V, удовлетворяющее усло- 
виям dim P=dim Ру 1, Pa ПР, = Po. В частности, У=Р!- Ро. 


Р.. 


Пусть R, — произвольная прямая в Р, [| Ro. Выберем Rs так, 
чтобы было К, = Ю, @ Ro. Ввиду того что группа С богата, 
найдется трансвекция 0, = @ с вычетным пространством R, 
и неподвижным пространством P. По индукции существует 
преобразование Op, являющееся произведением dim R, транс- 
векций из G, причем связанные с в. пространства есть R, и РО. 
Положим теперь о = 0. и применим 1.3.3. 


5.2.5. При п>2 группа DG содержит в с Ю=У. 


Доказательство. При n >> 3 использовать 5.2.3 и 5.2.4. 
Если п=2, то применить 5.1.2. 


5.2.6. Предположим, что п>2. Тогда 
1) централизатор группы G в ГЁ,(У) содержится в ВГ,, 
в частности, 


С N cen TL, = cen G = cen СЁ); 


2) централизатор группы А в PIL, тривиален, в частности, 
центр группы А тривиален, 
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5.2.7. Предположим, что п È 2, G = СГ... Тогда Су (@)= ВВГ, 
и cen G =G AN RL,. 


5.2.8. Пусть п>3 и FÆF, Тогда для любой eunep- 
плоскости H SV и любой прямой LS H в группе G найдутся 
по крайней мере две различные трансвекции, а в группе А — по 
крайней мере две различные проективные трансвекции с вычет- 
ной прямой L и неподвижной гиперплоскостью H. 


Доказательство. Пусть функционал о €= V’ задает H. 
Выберем в H два линейно независимых вектора а и b так, 
чтобы было L = Ра и 


Ta, p? Th, pp Ta+b, о EG. 


Так как Рэ=-Р., то в плоскости Fa + Fb существует прямая 
Е (ла + ub), отличная от Ра, Fb и F(a+ b) и такая, что 
Тла+ь, p Е G. Если p= 1, то ^==0, 1, поэтому 


E —1 
Ta =A) а, p Ta, р а-иь, р, Г = С, 


и все доказано. Пусть теперь и==1. Пусть o — трансвекция 
в С с вычетной прямой L, неподвижная гиперплоскость 
которой содержит L, но не b. Тогда об = b + va для некото- 


poro УЕР. Для любого хеЕУ 
о (ох — х) Е бГ, = pH =0, 
поэтому po = p, откуда рб-' = p. Имеем 


m 2e фи 
а, o s Tob-b, p Е OT, рб ть, p (= G. 


Аналогично 
T =T =T gri =T olr! EG 
uva, о u (ob—b), p с (àa+ub), о "Лань, о Лацио, р Aa+ub, о j 


Ho ul, поэтому Tya,p И Tuva, , — различные трансвекции 


из G с пространствами LSH. 
В проективном случае применяем только что полученный 


результат к РИА. 


5.2.9. Пусть а = GL,. Гогда 

1) Cy (ра) = ВЫ, если п 3, 

2) Cy (DG) = RL,„, если п>2 и С содержит по крайней 
мере две различные трансвекции с одной и той же вычетной 
прямой, 

3) ly — единственное унипотентное преобразование, содер- 
жащееся в Cy (DG). 


Доказательство. 1) Если A3, то применяем 5,2,3 
и 5.2.7. | 
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2} Группа ОС не абелева в силу 5.1.2. Для произвольного 
o € Cy (DG) имеем 


Су (0) = Cy (Cy (DG)) = CyCy (DG) = DG, 


так что и Cy(o) не абелева. Поэтому ОСу (o)Æ ly, откуда 
ввиду 5.1.1 o & RL,. Следовательно, Cy (DG) = ВЕ... 

3) Утверждение очевидно, если Cy (DG)= RL,, поэтому 
необходимо рассмотреть только случай n= 2. Тогда произ- 
вольный унипотентный элемент о = Cy (DG) является транс- 
векцией. Пусть L — соответствующая вычетная прямая. 3a- 
фиксируем прямую К, отличную от L, и выберем в G 
трансвекции Tz, Tg с Вены прямыми L и К. Тогда o 


1 
перестановочно с ТКТ и и, очевидно, C Tz, а поэтому и 


с трансвекцией TTI Tk', для которой вычетной прямой 
является Tgl. Следовательно, каждая из прямых L H TkL 
инвариантна относительно о. Они различны, так как LÆK. 
Но в унипотентно, поэтому в = |. 


$ 5.3. СОС в линейном случае 


Если определить G как прообраз группы А относительно 
гомоморфизма P |pz ‚ то G будет группой, богатой трансвек- 
n 


циями, и потому K ней применима теория $ 5.2. Если А удовле- 
творяет условию А = PGL,(V), то соответствующая группа G 
будет удовлетворять условию G = СЁ, (У). В $ 5.3 и 5.4 мы 
будем считать, что G и А удовлетворяют этим дополнитель- 
ным условиям, т. е. 


А=РСГ, G=P ANTL, Сео... 


< 


Легко видеть, что тогда С и А удовлетворяют аналогичным 
условиям над V’, т. e. 


< 


А=РСГ, С=Р'АПГЕ, б=С.. 


Будем обозначать через С централизатор Сл, Сс, Сх, Св в соот- 


< A? 


ветствии с тем, какая из групп А, G, А, С рассматривается. 
5.3.1. Для любого в из G 
С (в) = С (6), DC (o)€ DC (5). 


Если, кроме того, с перестановочно с каждым элементом 
группы G, с которым оно проективно перестановочно, то 


С()=С(5), РС()=рсС(б), 


114 О. О’Мира 


Для произвольных подпространств U, W из У определим 
G (И, №) = {сЕС|Ю=0, РЭ}, 


А (Ц, №) =С(0, W). 


Согласно 1.3.1, G(U, W) и А(0, И) — подгруппы в Си А 
соответственно, причем А(И, W) состоит из таких преобразо- 
ваний ÈX & A, которые имеют по крайней мере один предста- 
витель о с Р=Ии P2 W. Заметим, что 


oU =U, oW =W для всех o €G (U, W), 
XU =U, XW =W для всех LEeA(U, W). 


5.3.2. Пример. Если Н—гиперплоскость B V и L—npamas, 
лежащая в H, то G(L, H) состоит из всех трансвекций груп- 
пы С с вычетной прямой L и неподвижной гиперплоскостью H 
и тождественного преобразования ly, а A(L, Н) — из всех 
проективных трансвекций группы А с вычетной прямой L и 
неподвижной гиперплоскостью Н и 1. 


5.3.3. Если И, W — подпространства в V, то 
. (в (0, W)“ = 6 (W°, 0%), (A(U, W)“ =А (W°, U9). 


5.3.4. Пусть в, ©›— нетривиальные трансвекции из G. 
Гогда следующие утверждения равносильны: | 

1) R= Ro, P, = P,, 

2) С (01) =С (оо), 

3) С (5,1) =C (5). 


Доказательство. 1)=>2). Пусть Ri = R, и P= Pa 
Рассмотрим произвольный элемент È С (01). Представим O] 
и Op, как обычно, в виде O; = Ta. pp 05 == Taa, о. Имеем 


=] 
Та. р == 9, oS — Tya pih 
поэтому Ха=Аа, ох (= ^ для некоторого А € F, откуда 
—] И Pa TaS 
DT aa, a =ar I Зла Рац, 


так что X EC (в.). Значит, С (91) = C (03). 

2) => 3). Применить 5.3.1. 

3) =1). Пусть P,P. Тогда существует прямая L, Je- 
жащая в P, но не в P}. Так как С богата трансвекциями, 
то существует трансвекция 03 с R; =L и P= P, Тогда 
03©С (02), но оз ÆC (01) в силу 1.4.10, следовательно, 53€ C (бо), 
но 0. EC(5) в силу 5.1.5. Поэтому С (ÆC (61), что npo- 
тиворечит нашим предположениям. Значит, P= Po. Равен- 
ство А, = R, получаем применением изоморфизма ~“, 
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5.3.5. Если п >3Зи в — нетривиальная трансвекция из С, то 
G(R, P) NDC (в) 5-1, 


T. e. DC (o) содержит нетривиальную трансвекцию с теми же 
пространствами, что и данная трансвекция о. 


Доказательство. Существует база Xi, ..., Xn про- 
странства И, такая, что O = Tx pp» ГДЕ Pis ..., Pan — сопряжен- 
ная база. Поэтому R= Fx, и Р==Кего,. Так как С богата 
трансвекциями, то для некоторых а, B & имеем Tx, ap, = G 
И Tx, во, © С. Тогда Tx, ор, E C (6) И Te, вр, © С (6). Положим 
= Ty, ово, - Очевидно, » — трансвекция в С с вычетной 
прямой R и неподвижной гиперплоскостью P. Но 


> = [Tx ар» Try Bep |, 
поэтому X € DC (o). 
5.3.6. Если п>3, H — гиперплоскость в V u L — прямая 


в H, то существует нетривиальная трансвекция t EG с npo- 
странствами L SH, такая, что t E DC (т). 


Доказательство. Пусть ø — трансвекция из @ с npo- 
странствами LS H. В силу 5.3.5 в G найдется трансвекция T 
с пространствами LSH, такая, что те DC (о). Но С (т) = 
= С (0) ввиду 5.3.4. 


5.3.7. Если п È 4 и o — нетривиальная трансвекция из СЦ, то 
С (Г, P)N DC (6)==1у 
для всех прямых L из P. 
Доказательство. Зафиксируем прямую К B P, такую, 


что КЮ--[.. Пусть М — гиперплоскость в И, содержащая 
R+ L, но не содержащая К. Пусть т; — трансвекция из G 


M 


с пространствами LSM, а тк — трансвекция из G с npo- 
странствами КР. В силу 1.4.10 тр и тк лежат в С (o). 
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Положим У=т, TT] TR'. Очевидно, XE DC (6). Далее, tK => К, 
так как КЕМ, и, следовательно, Тик. — трансвекция 
с вычетной прямой т;:К, отличной от К, и с неподвижной 


гиперплоскостью TP = P. Поэтому È == (т, тктр')тк' — нетри- 


виальная трансвекция с неподвижной гиперплоскостью Р. 
Аналогично получаем, что È= T, (тктг 9х!) имеет вычетную 


прямую L. Итак, У — неединичный элемент из G (L, Р)ПОС (o). 
Предложение доказано. 


5.3.8. Пусть св — нетривиальная трансвекция из G. Тогда 
СС (6) =А(Ю, P) при п>2, 
СОС (6) =А(Ю, P) при п>4. 


Доказательство. 1) Пусть È — произвольный нееди- 
ничный элемент из A(R, P). Ввиду 5.3.4 С (У) =С (6), откуда 


хе СС) =СС (5) 


и, значит, A(R, Р) = СС (6). 

la) Пусть сначала п>3. Рассмотрим Уе=.(, такой, что 
Хе СС (6). Для каждой прямой L&P группа А содержит 
проективную трансвекцию T; с вычетной прямой L и He- 
подвижной гиперплоскостью P. В силу 1.6.4 т, С (6), 
поэтому » перестановочен с тг, а значит, и © перестановочен 
с трансвекцией, представляющей Tz, откуда получаем, что 
1, =[ для всех L из P. Следовательно, существует такой 
элемент а= F, что неподвижное пространство преобразова- 
ния а» содержит P. Применение этого результата к © H б 
даст нам такое B&F, что неподвижное пространство Mpe- 
образования В» содержится в R. Легко видеть, что а = В. 
Но тогда aX €e G(R, P) и, значит, X & A(R, P). Тем самым 
равенство CC (6) = A(R, P) доказано при n> 3. 

1b) Пусть теперь n= 2. Снова рассмотрим È € С, такой, 
что УСС (6). Так как веС(б), то XE C (6), поэтому 
ЕС (0) в силу 5.1.5. Если выбрать базу пространства V, 

IA 


в которой с имеет матрицу (1 ‚ J» то матрица преобразо- 
вания » в этой базе будет иметь вид (° 1), т. е. Х будет 


l а 
иметь представитель с матрицей вида F gi Другими сло- 


вами, ЕЛ (Ю, P). Итак, при п=2 также СС (6) =А(В, P). 
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2) Пусть теперь п>4. Очевидно, A(R, Р) = СС (6)=СОС (5). 


Для доказательства обратного включения поступаем как 
в п. [а), используя проективный вариант предложения 5.3.7. 


5.3.9. Предположим, что п > 3. Пусть в — элемент группы G 
с гезо==2, причем (в |g) не является растяжением. Исключим 
также случай, когда п=З, deto=l, o диагонализируем 
над F, œ= 1. Тогда A(R, Р) = СБС (5). 

Доказательство. 1) Покажем вначале, что достаточно 
доказать включение ШОС (0) = С(Р, R). В самом деле, пусть 
оно доказано. Рассмотрим произвольный элемент Хе DC (д). 
Тогда DC (5)= DC (o) ввиду 5.1.5, 5.1.7 и 5.3.1, и, значит, 
E имеет представитель Х в ОС (o). В силу нашего предполо- 
жения DEG (P, R), поэтому для каждого феС (R, P) 


Rz = P S Py, Pz > R > Rọ, 


T. е. ф перестановочен со всеми » E DC (6). Следовательно, 
любой элемент фЕЕЛ (R, P) перестановочен со всеми X = DC (5), 
т. e. фе CDC (6), откуда A(R, Р) = СОС (6). 

2) Легко проверить, что если о = @ удовлетворяет пере- 
численным выше условиям, то б = С также им удовлетворяет 
(для доказательства рассмотреть случаи, когда (6 |») — не- 
тривиальное растяжение и когда (č lp) = 1). Поэтому, если 
показать, что 


o; Е DC (в) = R S P}, 


то в силу двойственности будем иметь P > К., откуда DC (в) = 
= а(Р, R), и доказательство тем самым будет закончено. 
Остается доказать импликацию. По предположению olge <= 
= СГ. (Ю) — ВГ.(Ю), поэтому ОСр (в |) =1ь в силу 5.1.1. 
Но легко проверяется, что 


DC (o) IR = ОСь (с |=). 


Следовательно, оз |р = lg, откуда R S P}, что и требовалось 
доказать. 


5.3.10. Пусть п È 4. Пусть в — элемент группы G с res в=2, 
ЮПР=0 и o не является большой дилатацией. Исключим 
также случай, когда n= 4 u Е==Р.. Гогда A(R, Р) = СОС (6). 

Доказательство. Ввиду 5.3.9 достаточно убедиться, 
что СОС (6) = A (К, Р). 

1) Для каждой гиперплоскости H пространства Р и каждой 
прямой L в H зафиксируем в группе G трансвекцию T} y 
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с вычетной прямой L и неподвижной гиперплоскостью H. 
(Если n= 4, то FF, поэтому в силу 5.2.8 можно выбрать — 
и мы выберем — две различные трансвекции T; y M т, y для 


любых таких L и H.) Очевидно, подпространства R и P ин- 
вариантны относительно TZ, H, TL, g |p — трансвекция с про- 
Зы / 
странствами LEH и т.н =1, (аналогично для т, y) 
Пусть Gp обозначает подгруппу в @Ё,-›(Р), порожденную 
/ —_ 

всеми т; glp (И (Ti g |p) При n= 4). Очевидно, что Ср богата 
трансвекциями (вдвойне богата при п = 4) и 


1r®Gp = C (0), 
lR DGp =D (1, ФСр) S DC (6), 
Cp (DGp) = ВЁ,—›(Р), 


где последнее равенство есть следствие утверждения 5.2.9. 
2) Предположим сначала, что п>5. Рассмотрим произ- 


вольный элемент » = CDC (5), и пусть X — один из его пред- 
ставителей. Тогда » проективно перестановочен с любым эле- 
ментом группы 1, ФДОр. Для любой прямой L из P в груп- 
пе DGp существует трансвекция с вычетной прямой L, так 
как в силу 5.2.3 DGp богата трансвекциями. Значит, и 1, DGp 
содержит трансвекцию с вычетной прямой L. Ввиду 5.1.5 
» перестановочен с этой трансвекцией, откуда XL =L для 
любой прямой L из P. В частности, УР =P u È |e S RL ,— (P). 


В силу двойственности XR = R. Следовательно, È E A(R, P). 
3) Пусть n= 4. Теперь наши Tz, н можно обозначить 


через Tz. Снова рассмотрим произвольный элемент XE CDC (6), 
пусть » — один из его представителей. Пусть L, К — две npo- 
извольные различные прямые в Р. Ввиду 5.1.2 преобразова- 


(тилкти к") lp = (т, |) (тк lp) (ть b) (x) 


лежит в GL,(P)— RL,(P) и имеет вычет 2, согласно 5.1.2. 
Следовательно, преобразование T,TeT;'Tk'! имеет вычетное 


пространство P и неподвижное пространство R, не является 
большой дилатацией и принадлежит группе DC (o). Поэтому 
È проективно перестановочен, а потому и просто перестано- 
вочен с T TKT Tk’ откуда XR = R, XP =P. Далее, Х проек- 
THBHO перестановочен со всеми элементами группы 


1. ФОСр = DC (6), 


поэтому, ввиду 5.1.5, X} перестановочен со всеми элементами 
группы 1, @ОСр, которые не являются большими дилатаци- 
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ями вычета 2. Но, очевидно, È} перестановочен и со всеми 
большими дилатациями вычета 2, т.е. вообще со всеми эле- 
ментами группы 1. @ОСр, поэтому 


È? |p E= Cp (DGp) = RL, (P), 
откуда X€ A(R, P). 


5.3.11. Пусть n È 4. Пусть в — элемент группы G с res o= 2, 
причем RNP =Q ис не является большой дилатацией. Toe- 
да всякое проективное унипотентное преобразование из СОС (в) 
является проективной трансвекцией и лежит в А(Ю,Р). 


Доказательство. Если п 25 или если n= 4 и F 5ЕР., 
то применяем предложение 5.3.10. Если же п=4 и Р=Р., 
то поступаем как при доказательстве 5.3.10, используя третью 
часть предложения 5.2.9. 


5.3.12. Пусть п > 4. Пусть o — элемент группы G с res o=2, 
причем RNP =Q ис не является большой дилатацией. Toe- 
да в Æ DC (6). 


5.3.13. Если X — элемент группы G и Хе DC (>), то преоб- 
разование У”! унипотентно. 


Доказательство. Не нарушая общности, можно счи- 
тать, что F алгебраически замкнуто и G = GL, (У). 

Пусть а, В,... — различные характеристические корни Npe- 
образования È. Жорданова форма преобразования È» дает 


разложения 
V =V. ФУ, @ ..., 
2= 2,02, sad 
где все корни преобразования X, равны а H т. д. Заметим, 
что det У, = 0%, где и, = dim Va и т. д. Теперь 
У. = {хе |Z — al; х=0 для некоторого k> 0}, 
откуда | 
ТеЕС)= ТУ, =V, ит. д. 
Следовательно, произвольный элемент F & DC (2) имеет вид 


“=. ФУ, Ф..., 


где Fa е5Ё, (Va) ит. д. В частности, Ха E 5Ги, (Va), откуда 
aa = | и, значит, а" =] и т.д. Поэтому все характери- 
стические корни преобразования У" равны |, 
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5.3.14. Пусть п=3. Пусть в — элемент группы DG, npu- 
чем 6 Е DC (6). Тогда 

1) если с унипотентно, то в — трансвекция, 

2) o! — трансвекция, | 

3) если Е имеет характеристику 3, то 0° — трансвекция, 

4) если Е имеет характеристику 2, то ©? — трансвекция. 


Доказательство. Очевидно, можно считать, что о = ly. 
1) Так как ø унипотентно и п=3, то геза=| или 2. 
Допустим, геза=2. Тогда oR =R u o|r е СЕ. (Ю) — ВЕ. (Ю) 
снова ввиду унипотентности преобразования o. Отсюда сле- 
дует, что R инвариантно относительно С (o) и ввиду 5.1.1 
группа DC (o) действует тождественно на R. С другой сто- 


роны, бе DC (6) = DC (o) в силу 5.1.5 и 5.3.1, поэтому ас 
действует на R тождественно для некоторого а. Но в унипо- 
тентно, поэтому @ = l, т.е. o действует тождественно на R, 
а это противоречит нашему допущению, что гез а =2. Cue- 
довательно, на самом деле res ао=1. Но det о=1, так как o€&DG. 
Значит, о — трансвекция, что и утверждалось. 


2) В силу 5.1.6 имеем С (6) =С (03), поэтому в = DC (5) = 
= DC (03), откуда ac € DC (0°). Но а’==1, так как преобра- 
зования O и ав имеют определитель 1. Поэтому 03 = ОС (03), 
ив силу 5.3.13 преобразование о'8 унипотентно. Далее, 


618 Е DC (5) = DC (6), 


и можно применить утверждение п. 1). 
3) В силу 2), (0?) — трансвекция. Так как характеристи- 
ка F равна 3, то (0?) = ly. Ввиду 5.1.3 o? унипотентно. Но 


д? = DC (5) = DC (5), 


и можно применить 1). 
4) Поступаем, как в 3). Предложение доказано. 


$ 5.4. Сохранение проективных трансвекций 
в линейном случае 


Напомним, что в § 5.3 и 65.4 мы предполагаем, что 
группы G и А обладают следующими дополнительными свой- 
ствами: 


A = PGL,, С=Р 'АПГЕ,, GS GL,. 


Чтобы применить результаты $ 5.3 к группам G; и Aj, мы 
предполагаем всюду в $ 5.4, что G) и А, также имеют до- 
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полнительные свойства 
> > — 1 
Вы PGL, wep AN PLn G S СГ, . 


Наша цель — показать, что при этих предположениях всякий 
изоморфизм Л: А >> А, . сохраняет проективные трансвекции, 
если размерности соответствующих пространств > 3. Начнем 
с доказательства того, что „А сохраняет вычет 2 хотя бы 
один раз“. | 


5.4.1. Пусть п>3, п23. Исключим из рассмотрения 
случай, когда Е имеет характеристику 2, а FiF. Гогда cy- 
ществует o EDG, o & DG, с res в = res о, =2, такие, что 
Aō = ő;. Более того, для данной трансвекции t ŒG с прост- 
ранствами L = H преобразования с и о, можно выбрать так, 
что будет от Æ тд, 

L&R, H aP, o|r ERL, (К) 
u 


КПР, =0, 0 lR Æ RL (Rì). 


Доказательство. 1) Имеем At=@ для некоторого 


D&G. Так .как Ф =Е 1, то в пространстве И, существует 
такая прямая L;= Ра, что DL, Æ Li. Выберем гиперпло- 
скость H, в И, так, чтобы было - 


LSH, OLEH, ФОН, 
(почему это возможно?). Имеем 


ФН, Н, = ФН,, 
dim (Li + ФЕ) =2, dim (H ıNDH)=n— 2? 


V, = (L, F ФГ.) (H; NDH). 


2) Зафиксируем ре Vi с kerp= H;. Разумеется, сущест- 
вует несколько ненулевых а в Lı, таких, что Ta, € Gj, так 
как G, богата трансвекциями. Мы утверждаем, что найдется 
по крайней мере один такой вектор а, для которого Ф не 

-1 -i 
является проективно перестановочным C тарФ Ta, p. Предпо- 
ложим, что это не выполняется при первом выборе а. Тогда 
существует такой скаляр a = F, что 


—1_-1 -1_-1 
PTa, pD Ta, p = ата, oD Ta, pO, 
Ta e. 


= QT 


T - 
Фа, p9- 17 -a,p apt o- la, оФ° 
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Отсюда 


(a — 1 x + ((a + 1 (px) — a (Dx) (o~a) )a + 
+ ( (ох) (оФ7'а) — (p9 'x) ) Da = a (00x) D'a 


для всех xE V. Полагая х==а, находим, что векторы а, 
Фа, Ф ‘а линейно зависимы, т.е. лежат в некоторой пло- 
скости. Беря х вне этой плоскости, получим, что а==1. Ta- 
ким образом, 


(2 (px) — (оФх) (07'a) ) a + ((рх) (07'a) — (оФ7"х) ) Фа = 
= (оФх) D'a. 


Если F, Fə то ввиду 5.2.8 можно заменить в этом равен- 
стве а на Аа для некоторого A0, 1. Тогда два эти равен- 
ства (для а и Аа) дают 


(оФх) (оФ-'а) = A (оФх) (07'a), 


что противоречиво, так как À Æl и o'a æ 0. Итак, если 
F, == Fə и вектор а не годится, то подходит вектор Àa. C apy- 
гой стороны, если РЁ, =Р., то Ф*==1,, так как т — транс- 
векция и | — единственный ненулевой скаляр в Fi. Наше 
равенство принимает вид 


(Dx) (оФа) а + (ох) (Pa) Фа =0, 


а это противоречит независимости векторов а и Фа. Утвер- 
ждение доказано. 

3) Итак, мы имеем p € Vi с Кего =Н, и ненулевой Bek- 
тор а в Ги, такой, что та, ЕС: и Ф не является проективно 


N = 
перестановочным C Ta, pP Tab. Выберем Ф’е=С так, чтобы было 
Atp = Тао, и положим 

-jl -1_—1 
д —= т p & DG, oi = Ota, pD Ta p E DG. 
O ыы -1 —! 
чевидно, Aō = 61. Кроме того, т не перестановочно с фт’, 


поэтому OT Æ TO. 
4) Что касается преобразования Oj, то достаточно прове- 


рить равенства 
R, = L, + L, P, =H N PH,, 


так как тогда соотношения res о! =2 и Ю ПР, = 0 очевидны, 
а условие о! к, Æ ВЁ. (R) является следствием того, что по 
теореме 2.1.8 большая дилатация вычета 2 не может быть 
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произведением двух трансвекций. Далее, о, — произведение 
двух трансвекций с пространствами ФЕ = PH, и LSH.. 
Кроме того, ФН! + Hi =V, поэтому Ю = L, + ФД, ввиду 1.3.3. 
Наконец, [1 NPL, =0, поэтому P, =H, N PH, снова в силу 
1.3.3. 

5) Теперь рассмотрим o. Достаточно проверить, что 


pL == Г, R=L +L, РЕНПУН, REP, 


так как тогда условия гезо=2, LS R, H 2P очевидны, 
а ср Æ RL (R) следует из теоремы 2.1.8, как и выше. Oye- 
видно, PL Æ L, иначе трансвекция т была бы перестановочна 
с трансвекцией фе. Точно так же pH Æ H, поэтому R 
и P имеют требуемый вид. Наконец, RÆ P, так как иначе 
Е- +. = Н-\Н, т.е. LSH и $ =Н, т.е. т была бы 
перестановочна с фт 4 ‘ввиду 1.4.10. Предложение дока- 
зано. 

Теперь мы покажем, что „Л сохраняет хотя бы раз Bhl- 
нет. 1“. 


5.4.2. Если п È 3, п, >23, то существуют элементы т = DG, 
ti E DG, с rest = гез т, = l, такие, что Aï =t}. 


Доказательство. 1) Пусть обе размерности > 4. B cny- 
чае необходимости, меняя местами V, n, F n Vi, п, ЕР, и pac- 
сматривая Л ' вместо Л, можно считать, что характеристика 
поля F равна 2, если F, = F. Рассмотрим произвольную нетри- 
виальную трансвекцию T = G, удовлетворяющую условию 
T& DC (T). Пусть L = H — пространства трансвекции T. В силу 
5.4.1 существуют о = DG, o, Е DG, с res в = res o; = 2, такие, 
что Лб = 0, оТ == То и 

LSR, НЭР, сре RL, (К), 


Ю ПР, =0, o lr Æ RL, (Ю)). 


Очевидно, что Т — нетривиальная проективная трансвекция 
из A(R, P) Но в силу 5.3.9 A(R, Р) =СОС (6), поэтому 
ТеСрОС (6). Далее, бТ + Тб ибел(Ю, Р) = СОС (6), поэтому 
T — нецентральный элемент из CDC (6) и Терс(Т). Следо- 
вательно, AT — также нецентральный элемент из СОС (5) 
и ЛТерС(АТ.. 

la) Рассмотрим сначала случай, когда F, Æ F, или n Æ 4. 
Тогда, согласно 5.3.10, AT = CDC (5,) =А(В,, P,). Поэтому 


AT имеет в группе С, представитель оз с R = К, и Р. ЭР.. 
На самом деле Ю. < К, так как в противном случае было 
бы А. = R, Р.= К, и, если о. не является большой дилата- 
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цией, то, согласно 5.3.12, было бы 6. Æ DC (6.), что проти- 


воречит включению AT € DC (AT); если же о. — большая ди- 
латация, то она была бы центральным элементом в G; (R, Р\), 


что противоречит нецентральности элемента AT в CDC (6\). 
Итак, Ю. < Ri. Тем самым доказано, что если T — произволь- 


ная трансвекция из G и Те ОС (T), то AT =, для некото- 
poro о; из С, с гез о. =1. Ввиду 5.3.6 для данных L =Н 
в группе С всегда найдется трансвекция Т с пространствами 
LSH, такая, что Те ОС(Т). Рассматривая элементарные 
трансвекции, легко найти в группе С такие трансвекции 
Т; (1 <1< 3), что T; € DC (T,) и T, = [Ть, Т}]. В силу только 
что доказанного, каждая трансвекция АТ; имеет в группе G) 


представитель Q; с гезф; =1. Поэтому АТ, имеет в С, пред- 
ставитель с вычетом l, ав DG, представитель с вычетом < 2. 
Так как п 24, то эти представители должны совпадать. 


Другими словами, АТ, =, для некоторого t EDG; с гез т, = 1. 
Положим t=T. 

lb) Рассмотрим теперь случай, когда ЁР; =F, и n =4. 
Разумеется, тогда характеристика поля F равна 2. Так как 
T — трансвекция в характеристике 2, то Т*=1. Ввиду того 


что F =F, AT имеет в С, представитель о, с оз=1, т.е. 


АТ — проективное унипотентное преобразование, лежащее в 


СОС (6\). Отсюда, в силу 5.3.11, следует, что AT — проек- 
тивная трансвекция. Далее, ввиду 5.3.6 в группе G сущест- 
вует нетривиальная трансвекция T, удовлетворяющая усло- 


BHO Те DC (T). Для нее преобразование AT должно иметь 
представитель т, = Gi, являющийся трансвекцией. В част- 
ности, res т, = l. Но G, = $ (У |), так как Fi =Р.. Поэтому 
в силу 3.3.3 ti Е G = DG. Положим t=T. 

2) Пусть теперь одна из размерностей равна 3, другая > 4. 
Переходя, если необходимо, к обратному изоморфизму, можно 
считать, что Nn =3, п, 4. 

2a) Сначала предположим, что характеристика поля F 
равна 2, если Fi = Р5. В этом случае процедура точно такая же, 
как вп. 1), за единственным исключением, когда элемент O 
имеет вычет 2, п=3, det o= 1, o диагонализируем над F и 
03 = | — тогда 5.3.9 нельзя применить. Покажем, что на самом 
деле этот исключительный случай невозможен. Пусть, напро- 
тив, он имеет место. Если характеристика поля F; равна 3, то 


6% = l, откуда 63 ==1, и, значит, 03 == ly» так как reso =2. 
Далее, (01 lk? = lg, поэтому преобразование o; |p, унипотентно 
на плоскости R, Отсюда следует, что O; |» — трансвекция, 
а значит, и O; — трансвекция, так как ЮПР, =0. Но это 
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невозможно, поскольку гез о, =2. С другой стороны, если 
характеристика поля РЁ, не равна 3, то мы используем тот 
факт, что ввиду 5.1.7 группа «(Су (5))*) абелева. Группа 
((С (6))3) тогда также абелева, следовательно, и группа «(С (6))) 
абелева. Но С\(0!) заведомо содержит неперестановочные 
трансвекции, и их кубы также неперестановочны, поскольку 
характеристика не равна 3. Снова получаем противоречие. 

25) Пусть теперь характеристика поля F не равна 2, а 
Е, = Ро. Зафиксируем гиперплоскость H, в И, пусть L; — nepe- 
менная прямая в H. Так как группа ОА, богата проективными 
трансвекциями, то существует трансвекция т = G; с простран: 


ствами L; S Н!, такая, что т, = DA. Прообраз Ал, лежит 


в DA = DG, поэтому имеет в ОС представитель о, в част- 
ности, det о = 1. Далее, T= l; так как т, — трансвекция 


в характеристике 2, поэтому 0?=а|, и aë = l. Заменив т! 


на T, можно считать, что на самом деле о“ == ly. Гипер- 
плоскость H, содержит по крайней мере четыре различные 
прямые, поэтому в группе G) можно найти различные попарно 


перестановочные трансвекции Ti, ..., T= l, для которых 
соответствующие Oj, ..., 05 =1|, являются попарно проек- 
тивно перестановочными инволюциями с определителем 1. 
Как легко следует из 1.3.7, инволюции —о01,..., — 04, 05 
имеют вычет <1, поэтому, ввиду 5.1.5, 01,..., 05 попарно 
перестановочны. В силу 1.6.5 
= =. 3— 
card (61,..., 65) <! = 4, 
а это противоречит тому, что *|,..., Tg различны. 


3) Пусть обе размерности равны 3. В силу 5.3.6 суще- 
ствует трансвекция tT EG с теДС (т). В частности, t & DG 
и rest= l. Так как ī& DC (*), то 


Ат = ОС (Aï) = БА = DG.. 


Следовательно, можно выбрать такой элемент Tı Е DG, что 
AT = t] H Tı & DC (ī). 

За) Если по крайней мере одна из характеристик =22, 3, 
то можно считать, что такова характеристика поля F. Тогда, 
согласно 5.3.14, т!8 является трансвекцией. Остается заме- 
нить T на 518, 

3b) Если обе характеристики равны 3, то в вилу 5.3.14 
T? является трансвекцией. Заменим т на T’. 

3c) Если обе характеристики равны 2, рассуждаем точно 
так же, используя T?. 
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34) Осталось разобрать случай, когда одна характеристика 
равна 3, а другая — 2. Можно считать, что характеристику 3 
имеет поле F, а 2 — поле F. Если FiF», то поступаем, как 
в пункте 2b). Пусть F= F» Тогда А, = PSL, (V), так что 
card А, = 168 по теореме 3.1.2. Если Е=Р., то PSL, (У) = 
= А S PGL, (У) и сага PSL, (У) == 5616, так что в этом случае 
изоморфизм Л: A>—> A, невозможен. Если card F > 3, то 
У содержит 0? +q + 1 прямых, где q= card F, поэтому имеет 
по крайней мере 91| прямую. Отсюда следует, что А имеет 
по крайней мере 182 проективные трансвекции и, значит, 
изоморфизм Л снова невозможен. Предложение доказано. 


5.4.3. Если п>3, n >3, то А сохраняет проективные 
трансвекции. 


Доказательство. 1) Заметим сначала, что если A co- 
храняет проективную трансвекцию б & Л ит — произвольная 
проективная трансвекция из А с теми же пространствами, 
что и 6, то Л сохраняет *, причем пространства у AT те же, 
что H y Лад. Это следует из включения 


Лт E ЛА (R, Р) = ACC (6) = СС (Aō) = А, (В, Pi) 


(Aō = 61), которое вытекает из 5.3.8. 

2) Далее, заметим, что если А сохраняет проективные 
трансвекции б ит из А иб, T имеют одинаковые неподвиж- 
ные гиперплоскости, то у Аб, Ал совпадают либо неподвиж- 
ные гиперплоскости, либо вычетные прямые. В самом деле, 
ввиду п. |) можно считать, что б ит имеют различные Bhl- 
четные прямые. Существует база х!,..., Xn пространства И 
и сопряженная база 0,,..., Pn пространства V’, такие, что 


0 и. Pn? T= Tr, P 


Пусть Tax, p, — нетривиальная проективная трансвекция из А. 


Тогда 


r 6> 


Taxi р, — [бах , 65» Tx, Pn] 
— нетривиальная проективная трансвекция из А с теми же 
пространствами, что H y б, поэтому ввиду 1) Атах,, ‚, — проек- 
тивная трансвекция из А, с теми же пространствами, что и 
у Лб. Но 
z x ы 3 Е -1 
(Aar, on) * (AT) = (Алах, o3) * (AT) * (ATas, p) 


в силу приведенного выше коммутаторного соотношения, по- 
этому выражение в левой части есть проективная трансвек- 
ция. Ввиду 1.6.1, у проективных трансвекций ATax, p,» AT CO- 
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впадают либо неподвижные гиперплоскости, либо вычетные 
прямые. Следовательно, это же справедливо и для Aō, AT. 

3) Покажем теперь, что если Л сохраняет нетривиальную 
проективную трансвекцию беА, то Л сохраняет все проек- 
тивные трансвекции группы А с той же неподвижной гипер- 
плоскостью, что и у об. Пусть т — такая трансвекция. Мы 
можем снова считать, что выбрана база, в которой 


T = Tx, Pn’ 


Пусть Tax, о, — нетривиальная проективная трансвекция из А. 
Тогда 


T =| T T = [$ T T! т! == 
Taxy Pn | Tax, P Tay р, | (Taxy PT биТах., о, Trp Pn 


= T z-—l 


T 
Xita, Pn Ху, Pn’ 


Очевидно, что проективные трансвекции Tx Нах. Pp H Ti Pa = 0 


сопряжены B А и имеют одинаковые неподвижные гипер- 
плоскости. По предположению Лб — проективная трансвек- 
ция, поэтому и Лт, +0х„,,„-проективная трансвекция, причем 


в силу п. 2) она имеет ту же вычетную прямую или ту же 
неподвижную гиперплоскость, что и Лб. Следовательно, 
Лтах„о,, будучи произведением проективных трансвекций, 


у которых совпадают либо прямые, либо гиперплоскости, 
является проективной трансвекцией. Поэтому ввиду 1) пре- 
образование Лл== ATs, p, является проективной трансвекцией. 


4) Если изоморфизм Л сохраняет нетривиальную проек- 
тивную трансвекцию б А, то он сохраняет все проективные 
трансвекции из А, у которых вычетные прямые такие же, как 
у 6. Для доказательства надо воспользоваться двойствен- 
ностью 

X. 


A A; 


5) A сохраняет по крайней мере одну нетривиальную проек- 
тивную трансвекцию G&A в силу 5.4.2. Пусть т — любая 
другая нетривиальная трансвекция из А. Пусть L = H — ее 
пространства. Так как Л сохраняет 06, то, согласно 3), 
Л сохраняет и проективные трансвекции из А, у которых 
неподвижная гиперплоскость такая же, как у о, а вычетн: я 
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прямая содержится в РПН. Следовательно, согласно 4), 
Л сохраняет некоторую проективную трансвекцию из А C вы- 


уе — ЗА 


четной прямой из PAH и неподвижной гиперплоскостью H. 
Отсюда ввиду 3) следует, что Л сохраняет т. Таким образом, 
Л сохраняет все проективные трансвекции из A. По той же 


причине Л ' сохраняет все проективные трансвекции из À). 
Значит, Л сохраняет проективные трансвекции, что и требо- 
валось доказать. 


$ 5.5. Теоремы об изоморфизмах в общем случае 


Вернемся к общей ситуации, т. e. когда G — произволь- 
ная подгруппа в ГД, (У), богатая трансвекциями, а А — произ- 
вольная подгруппа в РГЁ, (У), богатая проективными транс- 
векциями. Аналогичные условия налагаются, когда речь идет 
о Vi, п, В, СЦ, А. Пусть F: @—»4, Л: A> A; — изо- 
морфизмы групп. 

Обозначим через Z, H, Æ подмножества 


FE =P! (V), №=Р" (V) = 


проективного пространства P (V), т.е. Z — множество прямых 
из V, 6 — множество гиперплоскостей, Z — объединение этих 
множеств. Очевидно, “|= @ при п>3 и L=% при 
п==2. Мы не рассматриваем случай n= l, когда богатые 
группы не определены. 

Для всяких Leg, H €e №, таких, что [ = H, определим 
А (2, H) как группу, состоящую из 1 и всех проективных 
трансвекций из А с пространствами L, H. Это согласуется 
с использованием обозначения А (Ё, H) в более частной ситуа- 
ции $ 5.3 и 5.4. 

Для всякого L&E Z определим A(L) как группу, состоя- 
щую из | и всех проективных трансвекций из А с вычетной 
прямой L. Пусть А(Н) — группа, состоящая из | и всех проек- 
тивных трансвекций из А с неподвижной гиперплоскостью H. 
Для всякого X €e & определим A(X) так: если Х =[Ё =, то 
А (Х) = А (Г), а если X = H €e , то А(Х)=А(Н). Очевидно, 
эти два определения для A(X) совпадают при n =2, 
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Придерживаясь соглашения, введенного в $ 65.3 и 5.4, мы 
обозначаем через С централизатор Ca, Сс, Cx, Са, когда мы 


имеем дело с группами ДА, G, А, С соответственно. | 
Множества Fh 1, B'i» A; (Lı, Hi) А, (Lı), A; (H), А, (X), 
С определяются аналогично в случае группы A}. 
Если 09, 0.— нетривиальные проективные трансвекции 
из А, то, применяя 5.3.4 к богатой группе А fN PGL, (У), полу- 
чаем, что 


С (5) =С (6) > К = К и P= P, 


5.5.1. Предположим, что п>3. Если А“ — подгруппа из 
АПРСЕ, (У), богатая проективными трансвекциями, и в — He- 
тривиальная проективная трансвекция из №, то CaCa» (6) = 
— А (R, P). В частности, СС (6) = А(Ю, P) для всякой нетри- 
виальной проективной трансвекции из А. 


Доказательство. Положим А“ = AN PGL, (У). Тогда 
А” богата проективными трансвекциями и АД“ = А". Поэтому 
ввиду 5.3.8 


A(R, P) = A" (R, Р) = Сл**Сл» (6) = CaCa» (6) = СлаСл» (5).. 


Для доказательства обратного включения поступаем, как при 
доказательстве 5.3.8, используя 4.3.2 и результаты $ 4.4. 
Наконец, если б — произвольная нетривиальная проективная 
трансвекция из A, то б ЕД" и С(б) > Сл» (6), поэтому 


СС (6) = CaCan (6) = A(R, P). 
5.5.2. Пример. Покажем, что утверждения 
С (61) =C (6) < К = К и Р/=РЬ 


СС (6) =А (В, P), 


справедливые для проективных трансвекций в частной ситуа- 
ции $ 5.3 и 5.4, уже не выполняются здесь. Для этого рас- 
смотрим группу А =РГЕ, (У) при п>3 над полем F, nony- 
скающим нетривиальный автоморфизм и. Пусть элемент «= F 


таков, что а =Æ а. Пусть х,..., Xn — база пространства V, 
01,...› Pn — сопряженная база, К — элемент группы FL, (У) 
с ассоциированным автоморфизмом поля и и матрицей 
diag (œ, 1. ,,., В 0 
в базе х,..., Xn. Легко проверить, что 
—1| =>} 
Бо, =Q Ол. 


5 Зак. 154 
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Поэтому, согласно $ 4.4, 


=j 
RTs, onf = "р, 


kt В! =r 


ÆT i 
axi Pn axi On aL Pn 


Другими словами, k перестановочно с т, Pp? но не переста- 
НОВОЧНО С Тох,,о,. В частности, А содержит две проективные 


трансвекции с одинаковыми пространствами, но с различными 
централизаторами. Более того, Tax, p, лежит в A(R, P) (где 


б = Tr, Pp)» но не лежит B СС (ō), так как не перестановочно 
с РАЕСС (o). 


5.5.3. Если п>3, 22, то существует подеруппа № 
группы А, богатая проективными трансвекциями и удовле- 
творяющая условиям 


№ = PSL, (У), AA? S PSL, (Vi). 


Доказательство. 1) Покажем сначала, что Л ото- 
бражает в PSL, (У!) по крайней мере одну нетривиальную 
проективную трансвекцию из А. Начнем с произвольной не- 
тривиальной проективной трансвекции т © А. Так как ЛА = А, 


и А, богата, то существует такой элемент феЛ, что Ay 


лежит в PSL, (У) (на самом деле Л — проективная трансвек- 
ция из A;) и не перестановочен с AT (применить 5.2.6 к группе, 
порожденной всеми проективными трансвекциями из А)). 
Пусть б = pip м EA. Тогда сеРЗГ, (У) и Aō E PSL, (У) 
в силу 4.3.1. Кроме того, б и Лб нетривиальны по выбору Aib. 
Очевидно, б имеет представитель с = SL, (И), для которого 
I Kreso <2. Если гезо =, то все доказано. Пусть res o = 2. 
Используя „второй трюк“ из доказательства теоремы 
3.4.1, найдем такую проективную трансвекцию īa, p € ÔA, 


что 67, (0 lT} — нетривиальная проективная трансвекция 
из А. Тогда 


A (6%. 6“, 1) E PSL, (V) 


и снова все доказано. 

2) Заметим теперь, что если Л отображает нетривиальную 
проективную трансвекцию б ЕЛА в группу PSL, (Vi), то для 
каждой прямой L = P существует по крайней мере одна He- 
тривиальная проективная трансвекция T&A с пространствами 
L&P, такая, что AT лежит в Р$Г, (Vi). При доказатель- 
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стве этого утверждения можно считать, что L 52 Fx. Вы- 
берем базу х1,..., Xn пространства У и сопряженную базу 
Pi» ...› Ри так, чтобы было б = Tr, p,» L = Fx. Пусть элемент 


a Æ F таков, YTO Tax, о, © А. Тогда наше утверждение следует 
из коммутаторного соотношения 


Tax, в, — | Tax, ©} › “ху, о, |. 


3) В силу двойственности, если Л отображает нетри- 
виальную проективную трансвекцию беА в PSL, (V), то 
для каждой гиперплоскости H, содержащей R, существует 
по крайней мере одна нетривиальная проективная трансвек- 
ция ТЕЛ с пространствами RSH, такая, что Л» лежит 


В PSL,, (V). 
4) Утверждение теперь легко доказывается при помощи 
рассуждений п. 5) доказательства 5.4.3. 


5.5.4. Если п>3, n >?2, то существует подгруппа G? 
группы @, богатая трансвекциями и удовлетворяющая условию 


@ = SL, (У), 400 = SLan (У). 


Доказательство аналогично доказательству 5.5.3. 
Нужно только проследить в начале п. 1) за выбором нетри- 
виальной трансвекции т = G с условием Yr Æ RL, (У 1). Суще- 
ствование такой трансвекции т легко следует из коммута- 
торных соотношений для элементарных трансвекций. 


5.5.5. При п>3, ny >ð изоморфизм Л сохраняет проек- 
тивные трансвекции. 


Доказательство. 1) Применение 5.5.3 к Л дает под- 
группу A? группы АПР5$Г. (У), богатую проективными транс- 
векциями и такую, что AA? S А, N PSL, (Vi). Применение 5.5.3 
k A`! дает подгруппу А! группы А, N PSL, (V3), богатую проек- 
тивными трансвекциями и такую, что A'A = АПРЗ$Е, (У). 
Тогда группы 


А" = (49, ATAY, A =A, 4$) 
удовлетворяют условиям 
A? = A* = A N PSL, (У), 
№ SA = Л, ПР$Г,. (У!) 


и, в частности, богаты проективными трансвекциями. Кроме 
того, Л: А*>>» A. 
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2) Рассмотрим теперь произвольную проективную транс- 
векцию беЕЛ. Пусть 6“ — проективная трансвекция в А* 


с теми же пространствами R < P, что и б. Ввиду 5.4.3 61 = Лб* 
является проективной трансвекцией. В силу 5.5.1 


Аве M (R, P) = ACC a (5°) = С C a (51) = А, (Ri, PI), 


поэтому Лб — также проективная трансвекция. Значит, Л co- 


храняет все проективные трансвекции из А. По симметрии Л" 
сохраняет все проективные трансвекции из А. Следовательно, 
Л сохраняет проективные трансвекции. 


5.5.6. Прип > 3, п! >Зимеем Y (GN RL, (У)) =G, ПВГ (V3). 


Доказательство. Поступая, как в п. l) доказатель- 
ства 5.5.5, можно найти подгруппы (“= G N SL, (У) и GiS 
S&G; N $, (У), богатые трансвекциями и такие, что Y: G* —» Gi. 
Далее, для всякого o € G AN ВЁ, (У) имеем o € C (("), откуда 
Чо € C (01), поэтому Фо лежит в централизаторе группы Gi 
в ГЕ, (У!). Но группа Gi богата трансвекциями, поэтому, 
согласно 5.2.6, Yo € RL, (У!). Следовательно, 4 (GN RL, (V) S 
=S Gi ПВГ, (V). Равенство следует из рассмотрения y! 
вместо Ч. | 

На протяжении этих лекций V обозначает ип-мерное BeK- 
торное пространство над полем F, |1<п< о, и А-— под- 
группа из РГЁ, (У) (или из РОГ, (У) в $ 5.3 и 5.4), богатая 
проективными трансвекциями. Чтобы упростить формулировки 
исключительных ситуаций; мы будем говорить, например, 
что Л есть PSL, над Г., если F= F, п=2 и A= PSL, (У). 
Аналогично для PSL, над РГ. и т. д. 


5.5.7. При п>3, п=2 не существует изоморфизма 

Л: A> А, за исключением, возможно, случая, когда № есть 
PSL, над Fə, a А, есть PSL, над F7. 

| Доказательство. Предположим, что имеется изомор- 
физм Л: >> A; при п > 3, п, =2. В силу 5.5.3 существует 
подгруппа A? группы А ПРЗГ, (У), богатая трансвекциями и 
такая, что AA? < PSL, (И |). 

1) Предположим, что характеристика поля Ё отлична от 2. 
Ввиду 5.3.6 (проективного варианта) существует нетривиаль- 
ная проективная трансвекция бе A’, такая, что ОСл» (6)5Е1. 
Так как ЛА‘ < PSL, (И |), то существует элемент о! = SL, (И,), 
такой, что Aō=ő и ОСу (61) 5=1. В силу 5.1.6 имеем 


Су, (61) =С,, (67), поэтому DC, (6,) + БС, (6?). Но 0? = 1, 
так как б — проективная трансвекция и характеристика поля F 
отлична от 2. Поэтому от <= СГ. (У,) — ВЕ. (У), откуда ввиду 
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5.1.1 DC, (61) =1 и, значит, ОС, (6,)==1. Противоречие. 
Следовательно, характеристика поля F должна равняться 2. 

2) Предположим, что характеристика полей F и F, равна 2. 
Пусть снова в — нетривиальная проективная трансвекция 
из A, такая, что DC a (6) == 1. Снова имеем AA? = PSL, (И), 
и существует о! = SL, (V) с Aō =ð. Но в нашем случае 
g’ = l, поэтому of =al, с а’ = (det о? = 1. Следовательно, 
о: — нетривиальный элемент из SL, (V) с o? = 1, . Так как F, 
имеет характеристику 2, то элемент O; унипотентен и поэтому 
является трансвекцией. В силу 5.3.1 и 5.1.1 


ОСлл» (51) = ОСу, (61) = ОСу, (61) =1, 


что противоречит соотношению DC a (6) == 1. Следовательно, 
рассматриваемый случай также невозможен. 

3) Предположим, что характеристика поля F равна 2, 
а характеристика поля F; отлична от 2, но исключим случай 
п=3, F=F, Рассмотрим произвольную нетривиальную 
проективную трансвекцию б <= A, Тогда g? = 1 иб = 1. Имеем 
Аб = б., где 0; — некоторый элемент из $Ё, (V). Далее, 0? = 1 

- 2 . 
и б #1. Таким образом, ©1==а]у для некоторого а F. 
Но det о! = 1, поэтому а* = 1, т.е. a= + 1. Значит, 01=-Е1у., 
Равенство 0*==|, не может выполняться, так как из него, 
предложения 1.6.5 и равенства det с, = | следовало бы ō = 1. 
Поэтому 0o? = —1,. Другими словами, каждой нетривиальной 
проективной трансвекции б = АЗ можно сопоставить такой 
элемент 0, Е SL, (V), что 


0 = Лб = i 
œ= — lp deto =1. 


Далее, всякая гиперплоскость пространства У содержит по 
крайней мере пять различных прямых, поэтому в A? имеется 
пять различных нетривиальных попарно перестановочных 
проективных трансвекций. Таким образом, в группе $. (У!) 
существуют такие элементы Oj, O2, 03, O4, 05, что соответ- 
ствующие им элементы Õ; различны, нетривиальны, попарно 
перестановочны и 


2 =— l,, 4е0,=1, 15155. 


Ввиду проективной перестановочности 


0:0) = £ 09]10; 
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для всех i, j. Поэтому существует такая база пространства V}, 
в которой о, имеет матрицу 


в 
1 07’ 
(^ g 
9: — Pi 


для подходящих скаляров из F, 2<1<5. Так как д; pas- 
личны, то самое большее один из элементов р; (2<1<5) 


может равняться нулю, поэтому можно считать, что бо, 03, 04 
имеют представители O3, O4, 0, с матрицами 


(1). (в). (1) 


где а, В, y различны. Кроме того, можно считать, что 1+ 
-- аВ == 0. Но тогда 6. и 6. не перестановочны. Противоре- 
чие. Поэтому рассматриваемый случай также невозможен. 

4) Наконец, предположим, что п=3, Е==Р. и характе- 
ристика поля F; отлична от 2. Тогда, очевидно, PEL, (У) = 
= PSL, (И) = А = Аб. В частности, card А = 168 ввиду 3.1.2. 
Кроме того, ДА = А, — подгруппа в РЁ. (У!), богатая проек- 
тивными трансвекциями. Пусть р — характеристика поля F, 
q = card ЁР\. Очевидно, д < со, поэтому р > 0. Пусть С, — под- 
группа из SL,(V,), богатая трансвекциями, для которой 
PG, = A. Пространство V, содержит q + 1 различных прямых, 
и мы видим, рассматривая подходящие степени, что суще- 
ствует по крайней мере р — | различных нетривиальных транс- 
векций в G; с данной прямой, поэтому G; содержит по край- 
ней мере (р — 1) (9 + 1) различных нетривиальных трансвекций. 
Далее, если зафиксировать прямую L и рассмотреть произ- 
ведения TTK, где т; пробегает все нетривиальные трасвекции 
в G; с прямой Г, а тк пробегает все нетривиальные транс- 
векции в @, с прямыми К, отличными от L, то мы получим 
по крайней мере (p— 1)*4 различных элементов, не являю- 
щихся трансвекциями (применить 1.4.8). Поэтому 


сага G 2 (р— 1) (а- О - (р-— 14-1. 


Но ядро P lsz, имеет 2 элемента, поэтому 
cardA >$ (р— Па+1. 


В частности, p7, так как сага А, = 168. Таким образом, 
Е, может быть только одним из полей F}, Р;, Fz, Ро, Ро. Но 
число сагАА, должно делить card РЁ. (И), а из чисел 12, 
60, 168, 360, 9828 на 168 делится только само это число. 


а а; — матрицы 
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5) Итак, мы показали, что если существует изоморфизм 
Л: A> A, то п=3, Р=Р, и Р, =Р.. Напомним, что по 
исходному предположению n ==2. Далее, Р$Г. (И) — ennu- 
ственная 3-мерная группа над Fp, богатая трасвекциями, NO- 
этому А=Р5Е. над F, В частности, card А = 168, откуда 
сага А, = 168. С другой стороны, всякая богатая двумерная 
группа над F, должна содержать РГ. (V), так как Г, — npo- 
стое поле. Следовательно, А, > PSL, (У |). Но сага А, = 168 = 
= сага PSL, (V), поэтому А, = PSL, над Ру, что и требова- 
лось доказать. 


5.5.8. При п>3, п=2 не существует изоморфизма 
Ч: G — G; 


Доказательство. Пусть, напротив, такой изомор- 
физм Ф существует. Ввиду 5.5.4 в GN SL,(V) существует 
подгруппа (°, богатая трансвекциями и такая, что WO? = 
= ЭС, (У |). Рассматривая две неперестановочные трансвекции 
из G, мы видим, что должна существовать нетривиальная 
трансвекция o € (С°, такая, что Фо 62 RL, (V). Применяя KOM- 
мутаторное соотношение для и трансвекций, по- 
лучим DCe (6) == ly. Далее, = Фо лежит в %Ё.(У|) и 
DC yc (o1) zÆ ly., т. &, ©] EGLU) ai RL, (V, ) H DCy, (oD)Æ lv., 
а это невозможно ввиду 5.1.1 


5.5.9. Пусть X,Y E Z, Г, rer H, J E №, причем LSH, 
К &J. Тогда 

 А(х) =А(7)$Х =Y, 

2) А(Ё, Н)=А(К, NSL =K u H=J, 

3) (A(X) = A (X°), 

4) (А (L, H) = A (R°, L°), 

5) А(Х)ПА(У) >1© ХУ или YSX, 

6) A(X) — максимальная подгруппа в А, состоящая из 
проективных трансвекций, 

7) всякая максимальная подгруппа проективных трансвек- 
ций из А имеет вид А(Х). 


При п>3, п>3 изоморфизм Л определяет следующее 
отображение п: Z> B. Для любого X == Æ в силу 5.5.9 А(Х) 
является максимальной подгруппой проективных трансвекций 
группы А, поэтому, согласно 5.5.5, ЛА(Х) является макси- 
мальной подгруппой проективных трансвекций группы A. Сле- 
довательно, ввиду 5.5.9, 


ЛА (Х) zz А; (Х,) 
для некоторого единственного Х = A T Полагаем 
nA = Ау. 
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_ 5.5.10. При п>3, п, > 3 отображение n обладает следую- 
щими свойствами: 
1) n: Æ> Ü, биективно, 
2) л определяется равенствами ЛА(Х)= А, (aX) для всех 
Хе, 
3) (X E&Y или Y SLES (aK = лУ или aY = anx), 
4) (af =F, u л® =) или (af = #1 и n =T), 


Доказательство. Первые два утверждения очевидны, 
третье следует из п. 5) утверждения 5.5.9. Докажем четвер- 
тое утверждение. 

Предположим, что ле“, для некоторой прямой 
Le£, тогда ввиду 3) для всякой гиперплоскости H => L либо 
nL = лН, либо nL xH. Но nL => nH в силу инъективности, 
поэтому л.с nH, так как nL — прямая. Другими словами, 
если nL = 7, для некоторой прямой L €e gZ, то лН = 6, для 
всех гиперплоскостей H, содержащих L. Двойственное pac- 
суждение показывает, что если nH е= %6, для некоторой rH- 
перплоскости H, то aLe %, для всех прямых L S H. Aua- 
логично, если ле №, для некоторой прямой LEZ, то 
nH == g£, для всех гиперплоскостей H, содержащих L. Кроме 
того, если nH = Z, для некоторого H <= №, то nL «= 8, для 
всех прямых L, содержащихся в H. 

Предположим теперь, что существует такая прямая Lo, 
что nlo € £. Тогда, включив Lo и произвольную прямую L 
из У в гиперплоскость и применяя полученные выше резуль- 
таты, видим, что nZ SL. Применяя доказанное выше к произ- 
вольной гиперплоскости и одной из ее прямых, получаем 
лв = H. Но л (Z U №)=4?, | H. Значит, nE = Фил =. 

Таким образом, можно предполагать, что nE = H. Тогда 
по указанной выше причине л = Lı. Значит, nE =, и 
nH = %,, что и требовалось доказать. 


5.5.11. При п>2, n >2 из существования изоморфизма 
Л: A> A; следует, что N= п, за исключением, возможно, 
случая, когда одна из групп А, А, есть PSL, над Го, а дру- 
eaa — PSL, над F}. 


Доказательство. Ввиду 5.5.7 можно считать, что 


п > 3, п! > 3. Рассматривая, если необходимо, изоморфизм А“ 
можно считать, что п >n 23. В частности, отображение 
n: >>», существует. Переходя, если нужно, к композиции 


А + ча 
А >> А, >> A; 


можно считать, что 
nL =L, n = H. 


Лекции о линейных группах 137 


Для произвольного подпространства U из У положим 
IU = >. nL. 


LEU 


В силу 5.5.10 отображение П согласовано c n na Æ = L U №. 


Кроме того, 
U = W => ПО = ПУ. 


Рассматривая строго возрастающую цепочку n+ 1 подпро- 
странств из V, видим, что все будет доказано, если убедиться, 


что 
U c = ПИ с ПЯ. 


Рассмотрим для этого в пространстве У пару Uc Я и BH- 
берем прямую L и гиперплоскость H, такие, что 


L&W, USH, LEH. 
Тогда 
Ш = IW, HOU SHH, Ш-ЗЕПН, 


так как П согласуется с л на L n H. Если ПО = ПУ, то 


будем иметь 
ПЕ = IW = ПО = ПА, 


чего не может быть. Значит, ПО c IW, что и требовалось 
доказать. 


5.5.12. Предположим, что п>3, ni 23 и отображение nv, 
ассоциированное с А, удовлетворяет условию 


пы Е и ni6 = H. 


Пусть Ф — изоморфизм группы А в группу PEL, (V), такой, 
что каждый элемент из ФА (Г) является проективной транс- 
векцией с вычетной прямой nL для всех LEL. Тогда Ф = А. 


Доказательство. Пусть k — произвольный элемент 
из А. Мы должны показать, что Фе = Ak. Рассмотрим произ- 
вольную прямую L из V. Тогда nL — произвольная прямая 
из V. Пусть т; — проективная трансвекция из А с вычетной 
прямой L. Тогда, согласно § 4.4, ktk ' — проективная транс- 
векция из А с вычетной прямой kL. Обозначим ее через Tez. 
Далее, Dr; — проективная трансвекция из PIL, (У!) с вычет- 
ной прямой nL. Обозначим ее через Taz. Аналогично Ptg — 
проективная трансвекция из PIL, (У!) с вычетной прямой 
л (2[.) и, значит, можно написать Фтьг = Ta (kL) Имеем 


тд (г) = Ф (Ter) = Ф (т, ') = (ФА) (tar) (ФЕ) ', 


и поэтому (ФА) (aL) = x (kL), 
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согласно $ 4.4. Для Л также имеем 
(Ak) (aL) = x (kL). 
Следовательно, 
(ФЕ) (aL) = (Ak) (xL). 


Другими словами, ФА и Ak согласованы на прямых из V}. 
Поэтому Pk = Ak ввиду 1.1.2, т.е. Ф =. 


5.5.13. Теорема. Пусть А, А, — подгруппы из РГЁ„ (У), 
PTL, (У!) соответственно, богатые трансвекциями, и п>3, 
п, > 3. Гогда всякий изоморфизм A: А>>» А, имеет точно одну 
из следующих двух форм: либо 


Ak = gkg™', kEi, 


для некоторой единственной проективной коллинеации g npo- 
странства У на Vi, либо 


Ak =hkh', ЕЛ, 
для некоторой единственной проективной коллинеации h npo- 
странства У’ на V. 


Доказательство. Ввиду 5.5.11 имеем n =n 23. 
1) Как показывает рассмотрение двойственной ситуации 


v 


‹ TES, 


nE ny 
в вопросе о существовании можно считать, что отображение N 
n3 5.5.10 удовлетворяет условию 


n? = и =, 


и достаточно доказать существование такого g, что Ak = 
= gkg—! для всех k = А. 

Ввиду 5.5.10 для любых Leg, H& с L&H имеем 
nL = лН. Поэтому применимо 4.2.4 и л можно единственным 
образом продолжить до проективности g: P(V)>—>P (V). По 
основной теореме проективной геометрии g является проектив- 
ной коллинеацией. Далее, сужение 


Dk = gkg™', Е «АД, 


отображения P, из $ 4.4 является изоморфизмом группы АД 
в группу PTL, (У!). Кроме того, снова согласно $ 4.4, для 
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любой прямой L из V группа Ф, (А (L)) состоит из проективных 
трансвекций группы PPL, (Vi) с вычетной прямой gL = xL. 
Следовательно, согласно 5.5.2, D, = Л, т. е. 


Ak = gkg™', kE, 


что и требовалось доказать. 

2) Теперь рассмотрим вопрос оединственности. Если имеются 
две проективные коллинеации g и j пространства У на V}, 
такие, что 


ЕО ‘== ЛЕ= в], ЕД, 
то для любой прямой Г = gZ имеем 
gug = juj’, 


где т. = A — произвольная нетривиальная проективная транс 
векция с вычетной прямой L. Поэтому, согласно $ 4.4, gL = jL. 
Но g и j, будучи проективностями, ввиду 1.1.2 полностью 
определяются своими значениями на прямых, откуда g =j. 
Единственность h получается теперь из единственности g для 


изоморфизма Á >> A. Наконец, равенство 
ово '=1ЁВ ' для всех ВЕЛ 


невозможно. В самом деле, рассмотрим проективные транс- 
векции Tı, Tọ из А с одинаковыми вычетными прямыми, но 
различными неподвижными гиперплоскостями. Тогда этим же 


свойством обладают Tg! и 6т.0-!, в то время как ЙЕ ' 
v р-1 
и hý h не обладают им. 


5.5.13А. Теорема. Изоморфные проективные группы кол- 
линеаций, богатые проективными трансвекциями, имеют оди- 
наковые размерности, за исключением, возможно, случая, когда 
одна из групп есть PSL, над F, а другая PSL, над Г’. 


5.5.13В. Теорема. Изоморфные проективные группы 
коллинеаций, богатые проективными трансвекциями и имеющие 
общую размерность Æ 3, имеют изоморфные основные поля. 


5.5.13С. Теорема. При п—>3 изоморфизмы между под- 
группами, богатыми трансвекциями, группы РГЁ, (У) индуци- 
руются ее автоморфизмалми. 


5.5.13.0. Теорема. При п>3 имеем 
| Aut PTL, (V) : Int PTL, (У) |=2. 
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Здесь АцЁХ обозначает группу автоморфизмов произ- 
вольной группы X, а ШЁХ обозначает нормальную под- 
группу группы AutX, состоящую из всех внутренних авто- 
морфизмов группы %. 


5.5.14. Теорема. Пусть G, Ц; — подгруппы из ГЕ, (У), 
ГГ, (Vi) соответственно, богатые трансвекциями. Пусть п > 3, 
п >23. Тогда всякий изоморфизм 4: G>—> G; имеет точно 
одну из двух форм: либо 


Yk = y (k) оЕо-', kE, 


где y — отображение группы G в RL, (Vi), а g — колличеация 
пространства У на V, либо 


ЧЕ = (В) АР ', kE, 


где y — отображение группы G в RL, (V:i), а h — коллинеация 
пространства У’ на V}. 


Доказательство. Очевидно, группы Си G, богаты 
проективными трансвекциями. Если положить 


ФЕ = ЧЁ для keg, 


—= 


то, ввиду 5.5.6, Ч — корректно определенный изоморфизм 


‘группы С на (|. По теореме 5.5.13 Ч имеет точно одну из 
двух форм: либо 


т -7 ~l 

Е = бб, КЕС, 
для некоторой проективной коллинеации ë пространства V 
на Vi, Либо 

ЧЁ = РЕЙ", kea, 
для некоторой проективной коллинеации h пространства У” 
на V. В первом случае имеем коллинеацию g пространства V 


на У!, такую, что элементы Fk и gkg`' группы PLn, (V) 
удовлетворяют условию 


Fk = gkg, kE. 


Стало быть, в ядре RL, (У!) существует элемент y (k), зави- 
сящий от k H такой, что 


Yk = (Е) gkg', kE. 
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Аналогично в случае k. Применяя 7 и используя теорему 
5.5.13, находим, что W не может одновременно иметь 5-вид 
и Й-вид. 


5.5.14А. Теорема. Изоморфные группы коллинеаций, 
богатые трансвекциями, имеют одинаковые размерности, если 
обе эти размерности —>2. 


5.5.14В. Теорема. Изоморфные группы коллинеаций, бо- 
гатые трансвекциями, имеют изоморфные основные поля, если 
их (общая) размерность > 3. 


5.5.15. Замечание. Если группы G и G, из теоремы 
5.5.14 являются группами линейных преобразований, т. е. 
содержатся в СЁ, (ТУ) и СЁ, (У!) соответственно, то X% — груп- 
повой гомоморфизм, однозначно определенный изоморфиз- 
MOM ЧФ, а коллинеация g (соответственно Й) определена одно- 
значно с точностью до растяжения пространства V}. 


5.5.16. Замечание. Если группы G и С, из теоремы 
5.5.14 не только линейны, но и удовлетворяют условию DG = G 
и DG =G, (например, если G = SL, (У) и С, = SL, (V) 
то функция X% тривиальна, т. е. 


Yk = оро—, Вед, 
ИЛИ 
ЧЕ = ЕВ ', kE. 


$ 5.6. Теоремы об изоморфизмах над полями 


При п>3, п! >23 изоморфизмы больших групп 


ГД, (У) —» TL, (У), PTL, (V)>—> PTL, (И |), 
GL, (V) >> СГ, (Vi), PGL, (V) —> PGL,, (V 1)» 
SL, (V) >>> SL, (V), PSL, (V) >—> PSL,, (У!) 


полностью описаны в 5.5.13—5.5.16, так как все эти группы 
богаты трансвекциями. Мы знаем также из 5.5.7 и 5.5.8, что 
ни один из указанных изоморфизмов не возможен при N= 2, 
п >23, за исключением, быть может, изоморфизма между 
PSL,(V) над F; и Р$Г. (У!) над Fə т. e. изоморфизма 
PSL, (F) ~ PS L; (F3). 

Таким образом, если говорить о больших группах FL, (V) 
и т. д. и оставить в стороне случай n= 1, то остался нерас- 
смотренным только случай, когда n= n =2. Цель настоя- 
щего параграфа — исследовать этот оставшийся случай и, в 
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частности, установить исключительные изоморфизмы 
PSL, (F;) ~ PSL; (Р5), PSL, (Рь) ~ PSL, (F4). 


Теория изоморфизмов больших групп относится по суще- 
ству к теории полей, так как, например, GL,(F) состоит из 
всех обратимых матриц порядка n над полем F. Заметим, 
что теория изомофизмов групп, богатых трансвекциями, при 
n = n; = 2 пока отсутствует. 


5.6.1. Предположим, что PSL, (V) œ РГ. (У |), u исключим 
из рассмотрения случай, когда одно из полей есть F, а дру- 
eoe Г;. Гогда поля Е и Е; имеют одинаковую характеристику. 


Доказательство. 1) Докажем сначала утверждение 
в случае, когда одна из характеристик, скажем первая, 
равна 2. И пусть характеристика поля F, отлична от 2. 
Сравнивая порядки групп, мы видим, что случай Е==Р. 
или F = F, невозможен. Поэтому будем считать, что сага F 8. 
Тогда почти дословно проходят рассуждения пункта 3) из 
доказательства 5.5.7, показывающие, что изоморфизм снова 
невозможен. Итак, в рассматриваемом случае утверждение 
доказано. 

2) Если мощности полей F, Е, конечны и мы хотим дока- 
зать равенство характеристик, то можно считать, в силу 
п. 1), что ни одна из характеристик не равна 2. Сравнивая 
порядки, имеем 


| 
tae- =a (1—1. 


Ясно, что, скажем, неравенство д < 4, невозможно, поэтому 
q= qı и, в частности, характеристики полей F, Г, одинаковы. 

3) Ввиду сказанного можно считать, что дан изоморфизм 
Л: PSL, (У) >» РГ. (У |), оба поля бесконечны характери- 
стики 5-2, и нужно доказать, что характеристики одинаковы. 
Будем предполагать, что F имеет характеристику р > 0. 
Если обозначить через А (Г) группу, состоящую из l и всех 
проективных трансвекций группы PSL,(V) с вычетной npa- 
мой L, то 


А (L) — бесконечная абелева группа, 
(А (L) =1, 
(A (L)? = А (L). 


Поэтому, если обозначить через X группу, состоящую из 
всех представителей элементов группы ЛА (L) в $3. (У )\), то 


Х — бесконечная абелева группа, 
X? = ly,» 
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В самом деле, единственное, что нужно проверить, — это ком- 
мутативность группы X. Рассмотрим произвольные фи p 
из X. Используя свойства группы А (L), легко понять, что p 
имеет вид Ņ= + o? для некоторого o €X и фоф-! = + о. 
Отсюда фо?ф-' == 0°, ффф-' ==, так что X в самом деле абе- 
лева. Предложение будет доказано, если показать, что груп- 
па SL,(V,) не содержит бесконечной абелевой группы X, Ta- 
кой, что X” = ly„ в случае, когда характеристика поля F, 
равна 0 или не делит т. При этом можно считать, что F) 
алгебраически замкнуто. Зафиксируем o € X, oÆ ly. Bm- 
брав базу, в которой с имеет верхнюю треугольную матрицу, 
и вычисляя с”, видим, что характеристические корни преоб- 
разования с различны. Поэтому существует база xı, хо про- 
странства V}, в которой 


Е, 90% 
и a а-'. Но тогда всякое X == X будет иметь матрицу вида 
. —1 
diag (A ) в базе Xis №, 


где б— корень 1-й степени из | в поле ЁР,. Получается, 
что Х конечна, противоречие. 


5.6.2. Предположим, что Е имеет характеристику 0. Пусть 
o — нетривиальный элемент из З1» (И). Тогда в является транс- 
векцией в том и только том случае, когда с — элемент беско- 
нечного порядка, сопряженный с ot в SL, (V). 


Доказательство. Предположим сначала, что в 


11 
является трансвекцией. Тогда о имеет матрицу ( 0 J 


в некоторой базе пространства V. Очевидно, порядок эле- 
мента с бесконечен и 


(оз) (о 1) зы) (о в). 


т. е. о сопряжен с of в SL, (И). 

Теперь докажем обратное. Будем работать с матрицами. 
Нам дан элемент А бесконечного порядка из группы $6. (РЁ), 
причем А и At сопряжены в SL,(F). Нужно доказать, что 
| является характеристическим корнем матрицы А. Можно 
считать, что поле F алгебраически замкнуто. Пусть, напро- 
тив, A имеет различные характеристические корни. Тогда 
существует такая матрица X = @Ё.(Ё), что 


ХАХ ' = diag (а, a7’). 
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Так как A имеет бесконечный порядок, то а Æ af и а Æ а“. 
Но это невозможно, так как А и Af, будучи сопряжены 
в SL,(F), должны иметь одинаковые характеристические корни. 
Значит, €= + | — единственный характеристический корень 
матрицы А. Так как Аи А* сопряжены, то в =1. 


5.6.3. Пусть А — изоморфизм группы РГ. (У) на группу 
РЗГ., (У). Исключим из рассмотрения случай, когда одно из 
полей есть F, а другое F;. Тогда А сохраняет проективные 
трансвекции. 


Доказательство. Ввиду 5.6.1 характеристики полей F 
и F; одинаковы. Пусть б — произвольная нетривиальная про- 
ективная трансвекция из РЗГ. (У) с представителем св $25 (И). 
Достаточно доказать, что Аб — проективная трансвекция из 
PSL, (V). Пусть о! — представитель элемента Ло в SL, (V). 

Если характеристика равна р > 0, то P=], бР==1, or- 
куда о? = ly, HJIH (— ar == ly, и, значит, согласно 5.1.3, одно 
из преобразований о\, — O; унипотентно. Так как размерность 
равна 2, то о, или — о, — трансвекция. Поэтому Aō = 6; — 
проективная трансвекция, что и требовалось доказать. 

Пусть теперь характеристика равна 0. Запишем ō=7, 
где т — трансвекция из SL,(V). Тогда т имеет бесконечный 
порядок и сопряжена с tf в $[, (У). Следовательно, T) имеет 


бесконечный порядок и сопряжена с т! в PSL, (У), кие = — 


представитель элемента AT в SL, (V). Отсюда получаем, что 
т, — элемент бесконечного порядка, сопряженный с TÍ или — TÍ 


в SL, (V). Значит, т’ имеет бесконечный порядок и сопряжен 
с (= )* в SL,(V,). Согласно 5.6.2, t? — трансвекция. Но Aō = 
AT? = 12. Значит, Лб — проективная трансвекция, что и тре- 
бовалось доказать. 


5.6.4. Пусть u — аддитивный изоморфизм Е на F; u 
11 ==1 и (a) = (9) ' для всех a = Е. Тогда u — изоморфизм 
полей. 


Доказательство. Прямым вычислением получаем 


оба = a — (а + —- gI 


г. >| 
для всех а, ВЕР, а==В . Следовательно, для всех таких Q, 
В и, значит, вообще для всех а, Ве F имеем 


(аВа)” = во. 
В частности, 
(ad)! = (a)? для всех аеР. 
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Если характеристика не равна 2 (оба поля, разумеется, имеют 
одну и ту же характеристику), то 


aß + aß = {(a + BY — a — В}, 


откуда 
(ав) + («в = а В + a”p” 


и, значит, (aß) = ав". Если же характеристика равна 2, то 


(BY = (8) = 
= (aßa)" = 
— ай (BJF ай = 
= (Y (F= 
aa (a”B"Y, 
T. е. снова (aß) = "В", что и требовалось доказать. 
5.6.5. Теорема. Пусть А и А, — группы, 
PSL: (У) = А <= PGL, (V), РГ. (У) = А = PGL, (V). 


Исключим из рассмотрения ситуацию, когда одна из групп А, 
А, есть PSL, над F, а другая PSL, над F;. Тогда всякий 
изоморфизм Л: A >> A; имеет вид 


Ak = gkg™', КеАД, 


для единственной проективной коллинеации g пространства V 
на Vi 


Доказательство. 1) Единственность g получается так 
же, как в п. 2) доказательства теоремы 5.5.13. 

2) Покажем, что из справедливости теоремы для А == 
= PSL, (И) и A= PSL, (У!) следует ее справедливость для 
любых А и А, при данных условиях. Заметим сначала, 
пользуясь таблицей 


Е г. г. | F, F. card Р>7 
Card A 6 | 12 24 60 | 60 120 > 168 
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(см. $ 3.1), что А индуцирует при сужении на группу PSL, (И) 
ее изоморфизм на Р$Г. (И). В самом деле, если сага F >4, 
то по таблице card F, >4, затем применяем D KANAA 
используем 3.3.4. Если сага F= 3, A= PGL,, то рассуждаем 
аналогично. Если сага Е =3, A= PSL,, то утверждение oye- 
видно; если сага F = 2 — тоже. Заметим теперь, снова исполь- 
зуя таблицу, что сужение изоморфизма Л не приво- 
дит к ситуации, когда одна из групп есть PSL, над Г., 
а другая PSL, над Р;. Поэтому, предполагая теорему дока- 
занной для PSL, мы найдем такую проективную колли- 
неацию g пространства У на Vi, что суженный изоморфизм 
Л: PSL, (V)>> РЗГ., (|) имеет вид 


Ak = gkg™', ЕЕ РЗГ, (У). 


Пусть Ф, обозначает сужение изоморфизма P, из $ 4.4 на 
группу А, т. е. 
D,: A> PSL, (У). 


Таким образом, Ф.К = gkg™' для всех k&A. Мы знаем, 
что P, и Л совпадают на Р$Ё., и хотим показать, что они 
совпадают на A. Для произвольного те PSL,(V) имеем 


(Dk) (Ф‚т) (D;k) ' = D, (ktk™') = 
= A (ktk ') = 
= (Ak) (Лт) (АЕ) "= 
= (Ak) (D1) (АЕ) ". 


Но D,t — произвольный элемент из PSL, (V,). Следовательно, 
согласно 4.3.5, D k = Ak, что и требовалось доказать. 

3) Таким образом, мы должны рассмотреть изоморфизм Л 
группы PSL,(V) на Р5Г. (У!) и найти для него проективную 
коллинеацию g пространства У на V, такую, что ЛА == gkg! 
для всех Е = РГ. (У). Напомним, что ситуация, когда одно 
из полей есть Г., а другое Г;, исключается из рассмотрения. 
Цусть А (Г) — группа, состоящая из | и всех проективных 
трансвекций группы PSL,(V) с вычетной прямой L. Анало- 
гично определим Л, ([”) для прямой L’ из V. Тогда, ввиду 
1.6.3, A (L) — максимальная группа проективных трансвекций 
из РУГ. (И). В силу 5.6.3 ЛА (Г) — максимальная группа 
проективных трансвекций в PSL,(V,). Поэтому, снова ввиду 
1.6.3, существует прямая L’ в И,, такая, что ЛА (L) =А, (LL 
Тем самым изоморфизм Л индуцирует биекцию L => L’ мно- 
жества L прямых пространства У на множество L’ прямых 
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пространства V; в силу соотношения 
ЛА (L) = A; (L^). 

Зафиксируем три различные прямые Li, Lao [3 в простран- 
стве У. Пусть Li, L2, [3 — их образы относительно указанной 
биекции. Очевидно, можно выбрать векторы хи, Xi так, чтобы 
было 

М =), L=), L3 = (x1 хо), 
=), L=, L3 = (xi + x3), 


где la) обозначает, как обычно, прямую, порожденную He- 
нулевым вектором а. Это позволяет определить отображение 
а--> а поля F в F) следующим образом: 


(xı ам) = L > L’ = (xi +H axa) 
1 | 
а a 


Очевидно, оно биективно и 0’=0, 1’=1. Определяющее 
соотношение для биекции Q> а’ есть 


ЛА ((х, + axa) = А! (м + в’х2)). 


За) Докажем, что (a + В)’ =a +B для всех а, BEF. 
Для данного BE F определим се SL,(V) так: 


ox, = x; + Вх», 
СХ = Xoe 


Тогда ō €A (L), откуда Лб €E A; (L3), и, значит, Лб = 6! для 
некоторого преобразования о; = SL, (V) вида 
oxi =, - В", 
Е , 
Um Xas 


где B*& Fie Прямой подстановкой находим 


5A (x; + axa) 57 == А (x, + (a + В) x). 


Аналогично, 
5A, (и ак), @ +89), 
Далее, 
А, (Cxi + (a + BY х,)) = AA (lx, + (a + В)х,)) = 
= A (5A (x + aXX) 5-7’) = 5 A (xi + axy) õp! = 
=A, (( t (0 + B’ ь)), 
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откуда (a + В)’ = а’ + В" для всех а € F. Полагая a = 0, полу- 
чаем В“ =B’. Значит, (а +BY = а’ - В’. 

3b) Докажем теперь, что соотношение (l/a) = l/a" также 
выполняется для всех ненулевых a S F. На этот раз опре- 
делим o € ЗЕ. (У) так: 


ОХ, = — №5, 
ОХо = X1 — 2х. 
Тогда беЛ((х, +x) = А (L), поэтому Aō E€ A; ([4) = 


= А, (xi + х5)). Значит, Aō имеет представитель о! © SL, (И), 
являющийся трансвекцией с вычетной прямой (xi - хо). 


В частности, 

o, (xi +.) = х, t ^. 
С другой стороны, 

А (L,) 57! = A (L3), 

поэтому 

5A, ([1) в; '—=А, (L) 
откуда ох! = +x, Таким образом, с, имеет вид 

o 


7 
%1 == kK 


откуда следует, что 


Далее, 
А, (Cxi + (2 — Па)’ х,)) = ЛА ((х, + (2 — Ша) x) = 
=A (5A ((х, + ах, )) в) = 5 А, (Cxi + ах,)) вр! = 
= А, (Cxi + (2— Шо’) х,)). 
Используя пункт За), получаем (1/а)’ = 1/а’, что и требовалось. 
3c) Таким образом, ввиду 5.6.4, биекция а-> а’ на самом 


деле есть изоморфизм поля F на поле F. Согласно 4.1.2, 
отображение 


g (ох, + Вх,) = ах, + Вх 


определяет проективную коллинеацию & пространства V на Vis 
обладающую свойством 


5. =[” для всех LES, 
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Пусть Ф; — сужение на PSL, изоморфизма Фа из $ 4.4. Имеем 
Da: PSL, (У) >» PSL, (У!) 


Ф.А (L) = А, (L) = АА (L) 


для всех прямых L пространства V. Рассуждая, как в дока- 
зательстве предложения 5.5.12, мы видим, что если Ф — изо- 
морфизм Р$Г, (У) на Р$Г.(У!), удовлетворяющий условию 


ФА (L) = А, (LI L Е $’, 


то (ФЕ) L’ = (RLY для всех k = PSL, (У), [. = $. В частности, 
(Dzk) L’ = (Ak) L’ 


для всех указанных k и L. Поэтому gk = Ak, T. е. ЛА = 
= ğkğ-—! для всех Ё = PSL, (У). 


5.6.6. Теорема. Пусть G и Ц, — группы, 
$2. (У) = = СГ. (У), SL(V) SG = СЫ. (Т)). 
Тогда всякий изоморфизм $: G >—> G, имеет вид 
Yk =y% (k) gkg—', kE, 


где y — отображение из G в RL, (V), a g — коллинеация npo- 
странства V na Vi. 


Д оказательство аналогично доказательству теоремы 


5.5.14. 


5.6.7. Замечание. Отображение y% является на самом 
деле групповым гомоморфизмом. Оно однозначно определено 
изоморфизмом ЧФ. Отображение g единственно с точностью 
до умножения на растяжение пространства V. Кроме того, 
X% тривиально, если G = SL, (V) и Ц, = SL, (У). Все эти утвер- 
ждения доказываются непосредственно, за исключением, быть 
может, тривиальности % в случае F= F}. Но тогда Fi = Р., 
поэтому % (6) = -Е1у,. Стало быть, % тривиально на квадратах, 
а потому и на трансвекциях и, значит, тривиально в целом. 


5.6.8. PSL,(F,}) и PSL,(F;)— изоморфные группы no- 
рядка 60. 


| Доказательство. Пусть п =2, F=f, И ==2, F=f. 
Покажем, что обе рассматриваемые группы изоморфны знако- 
переменной группе As. 
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1) Сначала PSL,(V). Так как F =Р., то V содержит пять 
прямых, т. e. сага Р' (У) =5. Далее, всякое k = PSL, (У) есть 
биекция пространства Р(У) на себя, отображающая Р'(У) 
на Р'(У). Таким образом, возникает гомоморфизм группы 
PSL,(V) в симметрическую группу на множестве Р'(У) и, 
значит, в симметрическую группу ©;. Очевидно, его ядро 
тривиально, поэтому PSL,(V) изоморфна подгруппе из ©; 
порядка 60. Легко видеть, что простая группа A; — един- 
ственная подгруппа индекса 2 в ©;. Поэтому РГ. (У) >= %;, 
что и утверждалось. 

2) Теперь PSL, (V). Рассмотрим P! (У!) — множество nps- 
мых из V, понимаемых как точки проективного простран- 
ства Р(У,). Очевидно, сага Р' (И |) =6. Если даны различные 
точки P, О, R, S из Р'(У|), то будем говорить, что пара P, Q 
гармонически связана с парой R, $, если в пространстве И, 
существуют такие векторы р, 4, что 


P= Fp, Q= Fq, 
$=Р,(р— 9), Ю=Е (ра). 


Легко проверить, что пара P, Q гармонически связана 
с парой R, S тогда и только тогда, когда существует Npe- 
образование o = Р$Г. (V), переставляющее P с О, а Ю с 5. 

Разбиением множества P! (У!) называется, как обычно, pas- 
ложение Р!(У!) на непересекающиеся подмножества. Гармо- 
ническим разбиением назовем разбиение Р'(У!) на три двух- 
точечных подмножества, любые два из которых гармонически 
связаны. Из определений немедленно следует, что для данных 
трех различных точек P, Q, L существует единственная 
четвертая точка К, отличная от первых трех и такая, что 
пара P, Q гармонически связана с парой L, К. Поэтому, если 
два гармонических разбиения имеют общее подмножество 
(элемент разбиения), то они совпадают. В частности, суще- 
ствует самое большее пять гармонических разбиений. С дру- 
гой стороны, фиксируя точку Р и заставляя О пробегать 
остальные точки, получим по крайней мере пять разбиений. 
Таким образом, существует точно пять гармонических раз- 
биений, скажем Hbi, №., №3, Hbl, №. Рассмотрим произволь- 
ный элемент о = Р$Г. (У |). Для каждого гармонического pas- 
биения 

H = {L La | L3, La | Ls, [%} 
разбиение 
{oLi, oLa loLz, oL |065, oLe} 


снова гармоническое, обозначим его через 6. Легко видеть, 
~ al . . 
что 626; = 6 fj тогда и только тогда, когда i= j, поэтому 
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б — подстановка на множестве из пяти гармонических раз- 
— 


биений. Очевидно, OT = ÕŤ, поэтому O> б есть гомоморфизм 
группы Р$Г. (V) в симметрическую группу на пяти объектах 
{1,..., s} (где расположены эти объекты?). Очевидно, 
H == & для всякой проективной трансвекции в, поэтому 
в силу простоты группы Р$Е. (У!) ядро отображения o> б 
тривиально. Другими словами, имеем изоморфизм группы 
PSL,(V) порядка 60 в симметрическую группу @©,, т. е. на 
подгруппу индекса 2 в ©;. Но As — единственная такая под- 
группа. Поэтому РГ. (И) >= %;, что и утверждалось. 


5.6.9. РЗГ.(Р:) и РФГ. (Р.) — изоморфные группы no- 
рядка 168. 


Доказательство. la) По определению Р$Е. (ЕР?) есть 
образ группы $.Ё.(Р;) при естественном гомоморфизме 


P: СГ. (Р;) —> GL, (F-)/RL; (F7). 
Имеем 
ker (P lsz, qp) = (= 1). 
Если р, q, г, $ — элементы из F}, удовлетворяющие условию 
р$ — д7==1, то (7 d обозначает, как обычно, матрицу NO- 


рядка 2 из ЭГ. (Р-). Для удобства мы будем так же обозна- 
чать и элементы из Р5Г. (Г.). Строго говоря, это означает, 


. р 9 
что рассматривается естественный образ элемента (! Е 


9 Pı qı 
в PSL,(F-), два таких элемента (7 7) H E ; ) из PSL, (F) 
1 $1 
равны тогда и только тогда, когда 
р==ер!, 9===0, Г==еГ, $=25$, где e= Hl. 


lb) Изучая в группе SL, уравнение 


paqay 
( 7) = +l, где р$ — дг=1, 


легко понять, что различные нетривиальные инволюции из 
PSL, — это элементы 


р q 
(=a+m -— ) р =0, ..., 6; q =l, 2, 3. 
q 
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В частности, PSL, содержит точно 21| нетривиальную HH- 
ВОЛЮЦИЮ. 

lc) Заметим далее, что все нетривиальные инволюции 
из PSL, сопряжены в PSL,, точнее, все они сопряжены 


0 1 
c ( ). В самом деле, из соотношения 


(9170-16) =E) 


где r= — (1 + р*)/д и А = —р/' (заметим, что г =2 0, так как 
1 + р?5-0 в F), следует сопряженность инволюции y s) 


0 —хг 
С ( a) B PSL, Для доказательства сопряженности 


—10 
= — г" (это всегда возможно — рассмотрите множество KBA- 
дратов F3). Положим 


l 
c ( выберем такие элементы а, ВЕР), что а? + b? = 


— Ü а be +1 


A T a 


и заметим, что в группе $Ё., а потому и в PSL, выполняется 
соотношение 


(< )( 0 Dk N ( o 
c d)\—1 0/\c d) \r 0/: 
14) Теперь легко проверить, используя пункт 1Ъ), что суще- 


ствует точно пять нетривиальных инволю ций, перестановочных 


0 
с инволю цией ( i a) B PSL, а именно она сама и еще 


(24). ($ 3). (вв). (в 2) 
3 47 G 37 Би" Y ar 
Из ЭТИХ четырех элементов можно составить точно две пары 
элементов, перестановочных в PSL,: одна состоит из первого 


и четвертого, другая— из второго и третьего элементов. Отсюда 
следует, что существует точно три группы инволюций в РЗЁ., 
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0 l 
—l 0 


(o 1) (=i o) 
n f(a 1) (=i o) (6 a) (в 5) 
m={(o 1) (i o) (5 3) G 5)} 


группы PSL, (использовать TO, что группа, целиком состоя- 


содержащих элемент ( ). а именно подгруппы 


0 1 
щая из инволюций, абелева). Поэтому инволюция ( | a) 


из PSL, принадлежит точно двум максимальным группам 
инволюций в PSL, а именно группам Lo и Ho. 

le) Из пунктов lc) и 14) немедленно следует, что каждая 
нетривиальная инволюция из PSL, принадлежит точно двум 
различным максимальным группам инволюций в PSL, Эти 
группы имеют порядок 4, а их пересечение — порядок 2. В ча- 
стности, всякая максимальная группа инволюций из PSL, 
имеет порядок 4. Будем говорить, что две максимальные 
группы инволюций в PSL, инцидентны, если их пересечение 
неединично. Пусть & обозначает множество максимальных 
групп инволюций в PSL. 

11) Определим максимальные группы инволюций 


bos снах Læ Ho вые Ae 
(0-60 
т. ВР. 
G De Y 
mmy a o 1 
для t= 0, ..., 6. Все индексы берутся из Р;. Очевидно, 
Е Ln” 
p elo ‚) = 1+ 
SE. E a 
[6 l и, ( ‚) = Hit 
для всех i, [= F. Легко проверить, что 


ПЕ =Н:ПН,=1 при i Æj, 
L, = для всех i, j 


равенствами 
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(достаточно рассмотреть случай i= 0, который проверяется 
прямым вычислением). Отсюда следует, что 


LU s ЦЕ 


— множество, состоящее из 21 инволюции и 1. Но в силу 
пункта lb) в группе PSL, точно 21 нетривиальная инволюция, 
поэтому всякая нетривиальная инволюция лежит точно в одном 
из множеств Lo, ..., Le Так же обстоит дело с Ho, ..., Не. 
С другой стороны, всякая нетривиальная инволюция лежит 
точно в двух максимальных группах инволюций из PSL, 
ввиду 1е). Следовательно, список 


Аи sass Le Ho, e.e.) Hs 


содержит любую максимальную группу инволюций из PSL, 
точно один раз. В частности, card & == 14 и 


W = {Ly ...у Lø Но, в. оу Ha} 


Очевидно, каждая L; инцидентна точно с тремя из под- 
групп Ну, но ни с одной из Гу, ji. И наоборот, каждая H; 


инцидентна точно с тремя из подгрупп Ё,;, но ни с одной 
из Ну, #5]. Когда Г, инцидентна с H? Прямым вычисле- 
нием получаем, что Ho, Hi, Нз— в точности те Ну, которые 


инцидентны C Г. Переходя к сопряженным подгруппам, 
видим, что 


L; инцидентна с Н, < j=l, [1 или i+ 


(напомним, что сложение индексов происходит в Р)). 

2) Рассмотрим теперь группу Р$Г. (Р5). На сей раз мы 
будем говорить о преобразованиях, а не о матрицах. Рас- 
смотрим группу РГ. (У!) с Е, =Р.. Зафиксируем базу xo, Хи, X2 
пространства V. Пусть Qo, 01, Po — сопряженная с ней база. 
Через (а) будем обозначать прямую Fa. Тогда список 


lo = (x0), ho = (р, +F p2, 

li = (1), 1 = (P3), 

ls = (xo, h = (00), 

l; = (xo + x9), h; = (01), 

l, = (xo + xı + x, h4 = (po 02, 

ls = (Xo + x1) h; = (po + p) 

l = (x1 + x2), h = (po - © + 05 


включает все прямые l; и все гиперплоскости h; простран- 
ства V, (i, j пробегают F). Очевидно, 


[= <> j=i, i+ 1 или Е + 3 
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для всех i, j & F}. Пусть 2 обозначает множество всех 14 npa- 
мых и гиперплоскостей из Vi, T. e. 


а == {iy e.. le» Йо, e.o) ha}. 


Будем говорить, что два элемента из ~ инцидентны, если один 
из них содержится в другом (имеется в виду обычное теоре- 
тико-множественное включение подмножеств из V)). 

3) Определим отождествляющую биекцию f: Æ >—> s, по- 
лагая 


F (L) =, f (H) =h; (=0,..., 6). 


Ввиду 1f) и 2), биекция f сохраняет инцидентность. Для дан- 
ного S & PSL, (Е?) положим 


Sa =f (SE) S), хе. 


Легко проверить, что $ — сохраняющая инцидентность подста- 
— 


новка на множестве хи $15. = 5S для всех Si, So E PSL, (F3). 


Другими словами, имеем гомоморфизм S> S группы PSL, (Г) 
в группу Z сохраняющих инцидентность подстановок на MHO- 


жестве v. В силу простоты групп PSL ядро либо тривиально, 
либо совпадает со всей группой Р5Ё. (F). Второе невозможно, 


1 
0 ‚) из PSL,(F;) дает 


$ (1) =l, т. е. $ — нетривиальная подстановка. Следова- 
тельно, группа Р$Г..(Р.) изоморфна подгруппе группы Z. Теперь 
легко видеть, что сохраняющая инцидентность подстановка на 
множестве æ либо сохраняет все включения, либо все их обра- 
щает (использовать рассуждения из доказательства 5.5.10). 
Отсюда тривиально следует, что группа Z изоморфна группе7, 
состоящей из таких подстановок на множестве P (V), которые 
либо сохраняют все включения, либо обращают их. Поэтому 
PSL, (Р.) изоморфна подгруппе порядка 168 группы У. Но 
группа проективностей РЕЁ. (У!) является нормальной под- 
группой индекса 2 в У. Кроме того, 


РЕГ. = PTL; = PGL, = PSL, 


так KaK, например, элемент S= 


так как Р, =Р.. Поэтому РЕГ. имеет 168 элементов, а 
У имеет 336. Следовательно, У содержит две нормальные 
подгруппы индекса 2, а именно PSL, (У) и группу, изоморф- 
ную Р$Г. (Р.). Ввиду простоты эти подгруппы должны совпа- 
дать, откуда Р$Г. (Р.) = PSL, (У |) œ РЗГ. (Г.), что и требова- 
лось доказать. 
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5.6.10. Теорема. Лусть п, п, — натуральные числа >È 2, 
Е, Е\ — произвольные поля. Тогда следующие утверждения 
равносильны: 


0) n=n, РА, 

1) SL, (F) = SL, (Е\), 

2) СГ, (F) > GL, (Ё)), 

3) PGL, (F) ~ PGL, (Е). 


Если отбросить UCKAIOUUTEAbHOLE изоморфизмы 
PSL, (Р.) ~ PSL, (F;), PSL, (F) ~ PSL, (F3), 
то указанные утверждения равносильны еще такому: 
4) PSL, (Е) > PSL, (Fi). 


5.6.11. Замечания. 1) Мы показали, что РЗГ, (Р.) и 
PSL, (F;) — изоморфные группы порядка 60. Мы знаем также, 
что они просты. На самом деле можно показать, что все 
простые группы порядка 60 изоморфны. Аналогично, все про- 
стые группы порядка 168 изоморфны группам РЗГ. (Р:) и 
PSL, (Fə). 

2) При доказательстве изоморфизма между группами 
РГ. (Р.) и РЗГ.(Г;) было показано, что обе они изоморфны 
группе %;. Перечислим все исключительные изоморфизмы 
такого рода: 


PSL, (Ро) ~ ©., PSL, (F) ~ PSL; (F3), 
PSL (F3) — A, PSL: (Ро) = Ag, 
PSL, (F,) > X; ~ PSL, (F;), PSL, (F) = %. 


Имеется несколько исключительных изоморфизмов и для дру- 
гих классических групп. 

3) По поводу доказательств этих замечаний см. ссылки 
на литературу в $ 5.8. 


$ 5.7. Теоремы 06 изоморфизмах над областями 
целостности 


Рассмотрим теперь произвольную коммутативную область 
целостности о с полем частных F. Аналогично, пусть 9; — 
область целостности с полем частных F}. 

Под (дробным) идеалом относительно области о мы под- 
разумеваем непустое подмножество A поля F, являющееся 
з-модулем и удовлетворяющее условию Аа <= 9 для некоторого 
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ненулевого À = 0. Здесь Ая обозначает 9-модуль 


Ам = {Ах|хеа}. 


Очевидно, что Q0 — дробный идеал при любом а=Р. Всякий 
дробный идеал, который можно записать в виде Q0 для He- 


которого а=Ё, будем называть главным идеалом. Если 
а — дробный идеал, то и аа — дробный идеал для любого 


a€ F. Каждый конечно порожденный ненулевой 0-модуль, 
содержащийся в F, является дробным идеалом. Легко видеть, 
что для любых двух дробных идеалов A и В существует такой 
ненулевой элемент А, = 0, что Ая Sb. Если о=Р, то Е—един- 
ственный дробный идеал относительно о. 

Целым идеалом называется дробный идеал, содержа- 
щийся в 9. Таким образом, целые идеалы — это обычные 
идеалы кольца 0, за исключением нулевого идеала. Всякий 
целый идеал удовлетворяет условию Ocaso. Для любых 
двух дробных идеалов A и В определим 


н. 0. д.: а-Е В == {а -- В |аеа, В = В}, 
H. о, К. anb, 


произведение: 6 ={ », ов|а=а, Ве}. 
конечная : 
Легко проверить, что a+b, anb, ab — снова дробные идеалы. 
Следующие тождества очевидны: 


a(b + с) = ав Нас, (aa) (Bb) = (aß) (ab), 


а (bc) = (ab)c, ab = ba, яо=а. 


Под 0-модулем М в векторном пространстве V мы подразу- 
меваем подмножество М в V, являющееся 0-модулем. Мы 
говорим, что 9-модуль М является модулем на V, если он 
порождает V над F. Легко видеть, что если М — модуль в V, 
то он является модулем на V тогда и только тогда, когда 
он содержит базу пространства V. 

Рассмотрим 5-модуль М в V. Положим 


FM == {ах | а F, ХЕМ}. 
Очевидно, 
FM = {а 1х |а ЕЕ О, а Æ 0, хе М}, 


так как F — поле частных для 9. Следовательно, FM — non- 
пространство пространства И, точнее, подпространство, по- 
‚рожденное модулем М. Таким образом, М есть модуль на V 
тогда и только тогда, когда FM =V. 
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Для любых a € F, дробного идеала а и модуля М в V on- 
ределим 


а М = {ах |x = М}, 
аМ={ У Вх Веа, xe M} 


конечная 


Как aM, ‘так и aM — снова модули в V, а на самом деле 
в FM. Легко проверить, что выполняются следующие TO- 
ждества: 


а&(МПМ) = (аМ) п (aN), a(M + М) =аМ- аМ, 
а (aM) = (an) М = а (aM), 
(a+b) М=аМ-ЬМ, (ab) М=а (М), 
а(М- М) =аМ + aN, 
Е(М-+ N =ЕМ-ЕМ. 


Подмножество векторов из И независимо над о тогда и 
только тогда, когда оно независимо над F. В частности, 
5-модуль М на V свободен тогда и только тогда, когда Cy- 
ществует такая база х\,..., Xn пространства У, что M = 
= 0x4 + ... ох... 

Будем говорить, что 9-модуль М на У ограничен, если он 
содержится в свободном о0-модуле на V. Таким образом, CBO- 
бодные 9-модули на V ограничены. Кроме того, всякий огра- 
ниченный модуль на V содержит некоторый свободный модуль 
на У и содержится в некотором свободном модуле на V. Tox- 
модуль ограниченного модуля ограничен, если он является 
модулем на V. 


5.7.1. Пусть М и М суть 5-модули на У, причем М свобо- 
ден. Модуль М ограничен тогда и только тогда, когда aM = М 
для некоторого ненулевого a = 5. 


Доказательство. Если аМ = М, то М содержится 
в свободном модуле а '!М№, поэтому М ограничен. Обратно, 
предположим, что М ограничен. Тогда М € P, где модуль P 
свободен на У. Возьмем базы, в которых 
N = ом... 1 0х, Р=ом-... F OYn 


и запишем 
n 
Y1 = ант, üy EF. 
1 = 


Пусть а — произведение всех знаменателей элементов Qij. 
Тогда а — ненулевой элемент из 9 и аа ео для всех Í, j. 
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Имеем 
aM = аР = №. 


5.7.2. Пусть М и N — два оэ-модуля на У, причем М oepa- 
ничен. Модуль М ограничен тогда и только тогда, когда 
aM = М для некоторого ненулевого a =€ 5. 


Из приведенных результатов следует, что если М и N — 
ограниченные 9-модули на V, то 


aM, «M, MAN, М-М 


также ограниченные 9-модули Ha V. 

Для любого ограниченного 9-модуля М на У и любого 
ненулевого хе=У определим коэффициент ©, вектора x OT- 
носительно М как множество 


„= {a E F [ax = M}. 


Очевидно, с, = M N Fx. Используя 5.7.1, видим, что с, — дроб- 
ный идеал. 

Рассмотрим ограниченный 9-модуль М на V. Определим 
линейные группы (над областью целостности 9) 


СГ, (М) = {се СЁ, (У) |< М = М}, 
Будем говорить, что линейное преобразование o сохраняет М, 


если с=СЁ, (М), т. e. oM = М. Для всякого ненулевого це- 
лого идеала а определим линейные конгруэнц-группы 


СТ. (М, я) = {се GL, (М) | (o — ly) M S aM}, 
5Ё, (М, а) = СЁ, (М, я N SL, (V). 

Очевидно, SL,(M, a), СГ,(М, я) — нормальные подгруппы 
в СЁ, (М). Имеем 

СГ, (М, 0) = СГ, (М), $1. (М, 5) = SL,(M). 
Проективные линейные группы Р@Ё,(М), PSL,(M) и проек- 
тивные линейные конгруэнц-группы PGL, (М, а), PSL,(M, а) 
определяются как образы относительно гомоморфизма Р. 


Если взять произвольную нетривиальную трансвекцию т 
и записать ее в виде Ta, p, то получим 


ХМ = МхМ = ME (оМ)а = M 


tE SL, (М, я) (оМ)а S aM. 
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5.7.3. Если М — ограниченный о0-модуль на V, a — ненуле- 
вой целый идеал и п>2, то группа SL,(M, а) богата транс- 
векциями. 


Доказательство. Для данных a EV, ое”, таких, 
что pa =0, мы должны найти такой элемент À E F, UTO туд, р 


лежит в ЭЁ, (М, а). Легко проверить, что оМ — дробный 
идеал. Поэтому существует такой ненулевой элемент À = 5, 
что А (oM) = аси, где ĉa — коэффициент вектора а. Тогда 


(oM) (ла) = (à (оМ)) а = (aca) а S aM. 


Таким образом, Ta, ре SL, (М, a), что и требовалось moka- 
зать. 


Отсюда следует, что 5Ё,„ (М, я), СГ, (М, я) и вообще mo- 
бая подгруппа из ГЁ, (И), содержащая линейную конгруэнц- 
группу SL,(M, a), богата трансвекциями. Аналогично, любая 
подгруппа из РГЁ, (У), содержащая проективную линейную 
конгруэнц-группу PSL,(M, a), богата проективными транс- 
векциями. Значит, к таким группам применимы все теоремы 
5.5.13 — 5.5.16 об изоморфизмах. В частности, получаем сле- 
дующие результаты. 


5.7.4. Теорема. Пусть о — область целостности с полем 
частных Е, М — ограниченный 0-модуль на V, я — ненулевой 
целый идеал и А —группа, удовлетворяющая условию 


Р$5Г, (М, a) = А = РГЕ, (У), 


п>3. Пусть 91, Fi, Mi, Vis а, А, п, — второй набор объектов 
с аналогичными условиями. Всякий изоморфизм А: A >>; 
имеет точно одну из двух форм: либо 


ЛЕ = gkg™!, kEi, 


для некоторой единственной проективной коллинеации g npo- 
странства У на Vi, либо 


Ak =hkh!, ВЕЛ, 


для некоторой единственной проективной коллинеации h npo- 
странства V’ на V. Кроме того, п=п, FF.. 


5.7.5. Теорема. Пусть о — область целостности с полем 
частных Е, М — ограниченный о0-модуль на V, я — ненулевой 
целый идеал, G — такая группа, что 


$1 (М, д = G STL, (У), 


Лекции о линейных группах 161 


п>3. Пусть 9, ЕР, М, Vi, в, С, п — второй набор ovek- 
тов с аналогичными условиями. Всякий изоморфизм Ч: G>—>G; 
имеет точно одну из двух форм: либо 


Yk = y (k) сз !, ЕеС, 


где y — отображение из G в RL, (У!), в — коллинеация прост- 
ранства У на Vi, либо 


ЧЕ = (k) hkh’, ВЕС, 


где y — отображение группы G в RL, (У!), В — коллинеация 
пространства У’ на V. Кроме того, п= п, Е>Е.. 

Матрица порядка n над полем F называется целой (отно- 
сительно данной области целостности 0), если ее коэффи- 
циенты лежат в 0, и унимодулярной, если она целая и ее 
определитель обратим в 9. Легко видеть, что целая матрица А 
унимодулярна тогда и только тогда, когда она обратима и 


матрица A`! целая. Пусть GL, (5) обозначает подгруппу всех 
унимодулярных матриц из СЁ, (Р) и 


SL, (0) = GL, (9) N SL, (F). 


Группы СЁ, (5) и SL,(0) называются матричными группами 
над областью целостности 9. Для всякого ненулевого целого 
идеала а определим матричные конгруэнц-группы 


СГ. (0, а) = {X € СГ, (5) |Х = I mod а}, 
SL, (5, а) = СГ, (5, ) N SL, (F), 


где сравнимость по модулю а двух матриц порядка п озна- 
чает их поэлементную сравнимость по модулю A. Очевидно, 
что 5Ё, (5, a) и GL, (5, а) — нормальные подгруппы в GL, (5). 
Имеем 


СГ, (5, о) = СГ, (5), 5Г, (0, о) = SL, (05). 


Проективные матричные группы PGL, (5), РЗЁ, (5) и проек- 

тивные матричные конгруэнц-группы PGL, (5, a), PSL, (5, а) 

определяются как образы относительно гомоморфизма Р. 
Предположим теперь, что М — свободный модуль на V, 


скажем, 
М = ох + оо + ох», 


где Xis... Хх, — база пространства У. Пусть о0,..., 0, — 
сопряженная база. Если линейное преобразование с = СЁ, (У) 
имеет в этой базе матрицу $, то легко видеть, что 


оМ = М« $ целая 


6 Зак. 154 
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оМ = М5 унимодулярная. 


В частности, элементарная трансвекция т сохраняет М 
Ах, P; 
тогда и только тогда, когда À Е 9, T. е. 


ТА, р, = SL, (MESA = 0. 


Так как унимодулярная матрица имеет обратимый опреде- 
литель, то легко видеть, что в свободном случае группа 
СГ, (М)/$Г,(М) изоморфна группе единиц кольца 0. Ясно, 
что матричный изоморфизм, отвечающий выбору базы х1,..., Ха 
(для М и Г), индуцирует изоморфизмы 


GL,(M)—>GL, (5), СГ, (М, a)—>GL, (5, a), 
$Ё, (М)>—»>5Г., (5), 5Г, (М, a)—>SL, (0, а). 


Мы уже знаем, что он индуцирует также изоморфизм групп 
RL, (V)—>RL, (F), 
поэтому 
PGL, (М) ~ PGL, (0), РОГ, (М, a) > PGL, (9, a), 
PSL, (М) > PSL, (5), PSL,(M, a) œ PSL, (9, a). 


Следующая теорема об изоморфизмах для матричных конгру- 
энц-групп получается переводом теоремы 5.7.5 на матричный 
язык. (Вопрос: в какой мере справедлива единственность?) 


5.7.6. Теорема. Пусть o — область целостности с полем 
частных F, а — ненулевой целый идеал, G — группа, удовлет- 
воряющая условию 

$, (0, а) = G = GL, (F), 


ип—>3. Пусть, далее, 9, Fi, ti, Gi, п — другой набор объек- 
тов с аналогичными свойствами u Ч: (>>, — изоморфизм. 
Гогда п = п u 

YX =х(Х) АХ'А', XEG, 
или E 

YX =y% (X) AX" A !, ХеЕС, 
где и: F>>F; — изоморфизм полей, A — некоторая матрица 
из GL, (Е\), Х — некоторый гомоморфизм группы G в RL, (Е\). 


Определим модуль М" для свободного модуля М на Г, 
полагая 
М" ={p E V’ |рМ = 5}. 
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Тогда 
М =p +... F оо... 


Контраградиентный изоморфизм ~ групп ГЁ, (У) и CL, (V^) 
индуцирует изоморфизмы 


~: GL, (М)>>6в Г, (М*), 
т: SL, (M)—>SL,(M”), 


a контраградиентный изоморфизм ~“ групп PTL, (V) и PTL, (V^ 
индуцирует изоморфизмы 


~: РОГ, (M)—>PGL,( M”), 
~“: PSL, (М)>>Р$Г, (М*). 


5.7.7. Теорема. Пусть n, п, — натуральные числа © 3, 
а 0, 0; — произвольные области целостности. Следующие yr- 
верждения равносильны: 


0) n= 0 ~ Jp 

1) SL, (0) x SLa, (01), 

2) GL, (5) = СГ, (01), 

3) PGL, (5) ~ РОГ. (51), 
4) PSL, (5) ~ PSL, (01). 


Доказательство. Из определений следуют имплика- 
ции 0)=>1), 0)=2). Далее, в силу 5.7.3, группа $Ё, (М) 
богата трансвекциями, поэтому, в силу 5.2.7, группа 
SL, (М) N RL, (V) является центром группы $Ё,„ (М). Значит, 
Р5Г, (5) > Г. (5)/[сеп SL, (5) и 154). Аналогично, 2)=>3). 
Осталось доказать импликации 4) = 0), 3) =>0). Другими сло- 
вами, для свободного модуля М на У мы должны показать, 
что 

Р5Г., (М) ~ PSL, (М!) > 9> 01 


РСГ, (М) ~ PGL, (М!) > 5> а. 


Заменяя, если необходимо, модуль М на У модулем M” 
на V’ и применяя теорему 5.7.4, можно считать, что данный H30- 
морфизм Р$Ё, (М) >» PSL, (М!) или PGL, (M)>> PGL, (М!) 
есть Ф; для некоторой коллинеации g пространства V на V). 
Тогда достаточно показать, что если существует коллинеация 


6* 
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g пространства У на V, со свойством ФА = A;, где либо 


А = PSL, (М), A= PSL, (М), 
либо 
A= PGL, (М), A= PGL, (М), 


TO 
o! = 91, 


где и — изоморфизм полей, ассоциированный с g. Возьмем 
базу Xi; ++., Xn пространства V, в которой 


М = ox; + ... F Xn, 


и пусть 01,..., Pn — сопряженная база. Положим Y; == 8X; 
1<1< п, Ф/=10,6-, 1<]< п. Тогда у, ..., Yn — база 


пространства У, (в частности, N= N) иф,, ..., фи, — сопря- 
женная с ней база. Трансвекция Tx; p; Сохраняет М, поэтому 


Txi bj лежит B А, откуда Фатх, о, Е Л, т. е. Typo Е А, И, 
значит, Typo имеет представитель алу,., (aŒ F,), сохра- 
няющий М. Но коммутаторное соотношение 


Ту» o — [Вти,. Pp УТу,, o] 


показывает, что Ty,, p; сохраняет Mı. Следовательно, ф, (М,) y: = 
= Mı, откуда ф, (М!) Ау; = М, для всех À E o. Значит, Tiy, oj 
сохраняет М, для всех ^е=9;. Далее, для всех À ео, имеем 


Ау, P; = А, 


поэтому 
— = | => — 
E- Try, 8 ЕЛА, 


т. е. Тихо, сохраняет М для некоторого & € F, где 


—1 
РЕ __ ав 
Тихо, TE Typ oÈ о 
Следовательно, 


их,, Pk == [ETnz;, бу “ху, о; | 


_1 
сохраняет М, откуда пе. Таким образом, 9 <= 0, откуда 
o S9”. Точно так же из рассмотрения изоморфизма Ф; 
—1 
группы А, на А получим о = . Следовательно, о, = 0H, что 
и требовалось доказать. 
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$ 5.8. Комментарии 


Теория изоморфизмов классических групп была начата 
работой Шрайера и ван дер Вардена [31], в которой были 
описаны автоморфизмы группы PSL, над произвольным 
полем. Затем Дьёдонне [11] и Риккарт [30] ввели метод инво- 
люций, использованный в дальнейшем ими и многими дру- 
гими авторами для описания изоморфизмов между большими 
классическими группами. Для конечных полей другие доказа- 
тельства неизоморфности, основанные на сравнении порядков 
групп, дал Артин [1, 2]. Автоморфизмы и изоморфизмы групп 
Шевалле и тесно связанных C ними групп над различными 
полями были найдены в работах [34, 35, 20, 17]. Теорию 
изоморфизмов (даже гомоморфизмов) для широкого класса 
групп, включающего большие линейные группы над беско- 
нечными полями, а также большие классические группы 
в изотропном случае над бесконечными полями, недавно раз- 
вили Борель и Титс [7]. Первый шаг в построении теории 
автоморфизмов над кольцами, а именно над кольцом целых 
чисел, сделали Хуа Ло-ген и Райнер [19], затем были pac- 
смотрены гауссовы целые числа и области главных идеалов. 
Автоморфизмы линейных групп над произвольными областями 
целостности при п>3 описал О’Мира [24]. Автоморфизмы 
некоторых групп целых точек некоторых расщепляемых групп 
над полями алгебраических чисел исследовал Борель [5], при 
этом автоморфизмы линейных групп над арифметическими 
областями числовых полей получаются как частный случай. 
Метод, изложенный в последней главе данных лекций, впервые 
был введен в одной моей работе 1968 г. об ортогональных 
группах. Вскоре он был применен в работе [25] к линейным 
группам, богатым трансвекциями, и, в частности, к линейным 
группам над областями целостности при п>3. Затем Co- 
лацци [33] описал при n > 3 автоморфизмы проективных линей- 
ных групп, богатых проективными трансвекциями, а Хан [18] — 
изоморфизмы таких групп, причем он дал единую трактовку 
для линейных, симплектических и унитарных групп в раз- 
мерностях >25. Идеи двух последних работ использованы 
в настоящей главе. Теория изоморфизмов групп коллинеаций 
и проективных коллинеаций, богатых трансвекциями, изла- 
гается в данных лекциях впервые, так же как и распростра- 
нение теорем об изоморфизмах с размерностей 25 на pas- 
мерности > 3. (Отметим, что предложение 5.2.8, позволившее 
исключить в параграфе 5.4 рассмотрение ряда частных слу- 
чаев, указано Уонгом.) В случае п=2, как показал Райнер [29], 
обычная теория изоморфизмов может оказаться неверной. 
Этот случай для специальных колец исследовали Кон [10] 
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и Далл [16]. Однако при n= 2 пока не существует никакой 
теории изоморфизмов линейных групп, богатых трансвек- 
циями. Изучение автоморфизмов над кольцами с делителями 
нуля недавно предприняли Помфрэ и Макдональд [28]. 
По поводу доказательства исключительных изоморфизмов 
n3 n. 5.6.11 см. [12, 21, 22]. Дальнейшие ссылки на обширную 
литературу по теории изоморфизмов можно найти в книге 
Дьёдонне [14] и обзорных статьях Tarca [37], О’Миры [26] 
и Ю. И. Мерзлякова [23]. 
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ЗАМЕТКА ОБ ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЕ 
ПРОЕКТИВНОЙ ГЕОМЕТРИИ ') 


М. Оянгурен, Р. Сридхаран 


Цель настоящей заметки — обобщение классической основ- 
ной теоремы проективной геометрии на коммутативные кольца. 
В $ | мы вводим понятия проективного пространства и проек- 
тивности, а в $2 доказываем основную теорему. Метод 
доказательства подобен методу, который в классическом 
случае использован, например, в книге Артина [1]. Доказа- 
тельство тоже элементарно, но несколько хитрее. В $ 3 при- 
водится пример биекции между проективными пространствами, 
которая сохраняет коллинеарность точек, но не является 
проективностью. Как известно, для пространств над полем 
таких биекций не существует. 


$ 1. Проективные пространства и проективности 


Пусть А — коммутативное кольцо с единицей, М — сво- 
бодный А-модуль. Пусть Р(М) обозначает множество всех 
А-свободных прямых слагаемых ранга | модуля М. Это 
множество называется проективным пространством, ассоци- 
ированным с М. Очевидно, всякий элемент пространства P (М) 
имеет вид Де, где е — унимодулярный элемент модуля М, 
т. е. существует линейная форма g: M— A, такая, что 


g (е) =1. Если е,..., е, — база А-модуля М и e= У! сие, 


n 
TO е унимодулярен тогда и только тогда, когда >, Aa; = A. 
i=l] 
Если кольцо А таково, что всякий проективный модуль 
ранга | свободен, то Р(М) совпадает с обычным проективным 


пространством алгебраической геометрии ([2], стр. 13). 


Определение. Пусть М и N — свободные модули над 
коммутативными кольцами А и В соответственно. Отобра- 
жение а: Р(М) —>Р(М№) называется проективностью, если оно 
биективно и ар, CT ар. + ар. в N тогда и только тогда, когда 
р: < Poe + p3 в М для всех pi, Po, p3 E P (M). 


1) M. Ojanguren, R. Sridharan, A note on the fundamental theorem of 
projective geometry, Comm. Math. Helv., 44, № 3 (1969), 310—315. 
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Это обобщает классическое понятие проективности между 
проективными пространствами над полями. 

Из определения непосредственно следует, что отображе- 
ние a™!: Р(№) > Р(М) также является проективностью. 

В дальнейшем нам потребуется 


Лемма 1. Если в обозначениях, введенных выше, Ej, ..., Cp — 
k 


база модуля M, e — инимодулярный элемент из М u Aec У! Ae;, 


i=l 


TO аДе = $ aAe;. 


i=] 


д оказательство провЕцей индукцией по k. Пусть 


e = È а:е;. Тогда вектор e = я це Her унимодулярен и 


Де < pr -- Aep, Из определения о что «Де CaA + аДе,. 


Пусть e” = 3 aje; + е,. Так как е’< Ae” + Aeg—, то снова 


имеем аДе’ = ‘аАе” + аДе,—. Таким образом, аДе C аАе” +- 
+ аДе,—, + аДе,. По индукции 
#2 


ade” < У! ade; + аАе,, 


i=l 
поэтому 


k 
аАе c У! аДе,. 


1 =] 
Пусть А, В — кольца, о: A— В — гомоморфизм. Если М, 


N — модули над А и В соответственно, то отображение 
Ф: М > N называется о-полулинейным, если P аддитивно и 


Ф (ат) = с (а) Ф (т) 


для всех aE A, тем. Если М, М — свободные модули 
над А и В одинакового ранга и Ф: M— N есть о-полу- 
линейное отображение, переводящее базу ej, ..., €n модуля М 
в базу модуля М, то Ф переводит унимодулярный элемент 
e=} aje; модуля М в унимодулярный элемент Ф (г) = 
— У с(а,) Ф (е,). В самом деле, если У, а, =1, AEA, то 
У с (11) с (a) =1, откуда следует, что элемент Ф\(е) = 
= У. о(а,) Ф (ei) унимодулярен. Очевидно, что мы получим 
индуцированное отображение Р(Ф): Р(М)>Р(М), полагая 
P (D) (Ae) = ВФ (e) для всякого унимодулярного элемента € 
модуля М. Справедливо следующее достаточно очевидное 


170 М. Оянгурен, P. Сридхаран 


Предложение l. В прежних обозначениях для Pi, ро, 
p; Е P (M) соотношение р, < ро + p3 влечет за собой P (Ф) р = 
c Р(Ф) р. + P (D) p}. Если в — изоморфизм, то Р(Ф) — проек- 
TUBHOCTO. 


$ 2. Теорема 


В данном параграфе мы докажем следующее обобщение 
классической основной теоремы проективной геометрии. 


Теорема. Пусть М, М — свободные модули конечного 
ранга —3 над коммутативными кольцами А и В соответ- 
ственно. Если а: Р(М) —> Р(М) — проективность, то существуют 
изоморфизм о: А -> В и в-полулинейный изоморфизм Ф: М-—М, 
такие, что a = P (Ф). Если в;: А —> В изоморфизм и Ф;: M —> М 
есть о;-полулинейный изоморфизм, i=l, 2, причем P (D, )=P (Ф.), 
TO 0! = о. и существует такое b = В, что Ф, =6Ф.. 


Доказательство. Пусть е,,..., е, — база модуля М 

и ade; = Bf; 1<:ж< п. Докажем, что |, ..., м порождают 

В-модуль №. Так как всякий элемент модуля М является 

линейной комбинацией элементов его базы, то достаточно 

проверить, что всякий унимодулярный элемент | = М является 

линейной комбинацией элементов fi, ..., fhe Если е= М-— 
n 


l n 
унимодулярный элемент H аДе = В}, e = 2. а;е;, то Дес 2 Ae; 
1 = 1 = 


n 
и, согласно лемме 1, ВЁ< У, Вр. 
i=] 


Этим доказано, что элементы fj, ..., fn порождают MO- 
дуль N. Так как В — коммутативное кольцо, то ранг М < и. 
Так как а также является проективностью, то ранг М = 
= ранг и элементы [,..., [м образуют базу модуля N. 

Пусть аДе, = Вр, Ae, = Bg. Элемент e; +e унимодуля- 
рен и А(е, + e) < Ae, + Aes, поэтому aAe (e; + e2) = ВР + Bgo. 
Следовательно, QA (e; + e2) = B (bif + 6.55). Tak Kak Ae, < 
C Ae; — А (e; —— ео), TO Вс. = ВЕ —- В (bfi -- bogo). Таким обра- 
зом, gə = bfi + c (bifı + 5.25). Так как fı и g независимы, 
TO cba =l, т.е. b — обратимый элемент в В. Аналогично 
показываем, что b; также обратим. Взяв р DEn 
видим, что fo унимодулярен, В} = Bg u aA (e; +e) = В (Fit fo). 
Проделав эту процедуру для каждого [> 1, получим базу 
|, ...) [п Модуля М, такую, что 


аДе; = Bf;, ISIR, | 
А-В) 255, (1) 
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Как и раньше, ясно, что аА (e; + ae») = B (bfi + 655) для 
всякого ае=А и b, обратим в В. Таким образом, можно 


написать 
aA (e, + ae) = В (fı + с (а) fo), (2) 

где о: A —> В--корректно определенное отображение. Очевидно, 
о (0) =0, о) =1. (3) 


Для любого фиксированного i> 2 аналогично можно опре- 
делить т: А->В, удовлетворяющее условию 


aA (e, + ае;) = В (fı + 7 (a) f:), (4) 
причем 
т(0)=0, т(10=1. (5) 


Так как е, + ae, + a'e; E A (e, + ае.) + Ае,, то QA (е. + ае›-а’е;) <= 
c В(Ё Ро (а) |5) + ВР. Следовательно, aA (e, + ae, + a'ei) = 
= B (b (fi + o(a) f) + b'f). Аналогично, aA (e; + ae, + а’е;) = 
= B (ce (fi + tla) f) + ср). Комбинируя приведенные равен- 
ства, найдем, что 


aA (e, + ae, + а’е;) = В (fi + 0 (а) fa + *(а’) Г). (6) 


Так как ае +e; = А(е, | ае. + е;) | Ae, то, используя (6) 
и (5), получим aA (aes + e;) = В (b (fi + в (а) fa + f:i) + cfi). Так 
как qA (aes  е;) = Вр + ВА, то b + c = 0 и этим доказано, что 


А (aes + е;) == В (в (а) fa + Г)). (7) 


Теперь, используя (6) и (5), получим для а, a А равенство 
aA (e, + (а Ра’) е;) = В (р + в (a +a) fa + f:i). Ho aA (e, + 
+ (а- а’) e, + e;) < aA (e; + ae) + aA (a'eo + е;). Используя (7), 
получим включение 


aA (e, + (а а’) е  е;) = В (f + o (а) fa) + В(с(а’) fa + fo). 


С учетом всего сказанного ясно, что для а, a E Å выпол- 
няется равенство 


o (а- а’) = ов (а) + o(a’). (8) 
Теперь для а, а’ А получаем, используя (6), что 
aA (e; + аа’е, + ае;) = В (р + o (аа’) fa + т(а)?). 
С другой стороны, aA (e, + аа’е. + ае;) < аАе, + aA (a'e, + e;), 


откуда следует равенство QA (e; + a'e, + aei) = В (bfi + 
+b (с (а) fa + f:i). Сравнивая коэффициенты, видим, что 
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o (аа’) = т (а) с (а’). Полагая а’ = 1, получим 


о (а) =т(а) для всех acA (9) 


о (аа’) = с (а) в (a) для a, d EA. (10) 


Итак, отображение о: A— B, определенное формулой (2), 
является гомоморфизмом. Заменив а на а-', найдем гомо- 
морфизм с: B— A, удовлетворяющий равенству 


a™'B (р + bfa) = A (e, + о’ (b) ez), 


причем си 0’ взаимно обратны. Значит, о: А-> B — изомор- 
физм. 

Покажем теперь, что для ао, ..., An Е А выполняется pa- 
венство 


aA (e; -- а›е + ... F anen) = 
=B (fi + o (a) 5... +0 (an) fn). (11) 
По индукции можно предполагать, что 
aA (e; Ha F ... F а,-е,—1) = 
= B (fi + 0o (a) 5... + 0 (an=) fn). 
Так как | 
че, та F e аи с 
= а (e, + а - ... + an-1en-1) + аДе„, 
TO 
aA (e, Fa + ... + anen) = В (b fi + о (а) Ь- ... 
... F o (а,—1) faa F b'fn). 


С другой стороны, 
gA (е; + ав -- ... Рае) с 

С aA (e; — Anen) —- аДе 4- my —- аДе„—1. 
Сравнивая коэффициенты, получим b’ == о (ap), чем и дока- 
зано (11). 


Если а.,..., а © А таковы, что элемент ае-... 
... + але, = М унимодулярен, то 


aA (a + ... F anen) = А (e, + a F ... F anen) + ade. 
Используя (11), получим 
aA (a F ... E anen) = 
=B (b (fı + o(a) fa + ... +0 (lan) fn) + bF). 
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Кроме того, 
aA (a+ ... Hanen) Е Bh + ... + Bfn. 
Комбинируя эти два соотношения, получим 


aA (але. +... F anen) = В (0 (a) fo + ... + о(а„) |). (12) 


Теперь мы утверждаем, что для любых Qi, ose, а;-—, 
4+1...) An E Å, L= 2, ..., п, имеет место равенство 


аА(е; taet oee F aimi F aiti T ... F aner) = 
=B (И ola) fit ... +0 (aa) fa) (13) 
Чтобы доказать его, заметим сначала, используя (1) и (12), 
что aA (e; +e) =B(fi +f) для любых |527. Фиксируя i n 
заменяя E; на е;, можно повторить предыдущие рассуждения 
и получить изоморфизм p: А-> В, такой, что для Qj, ..., а: 
41+ ..., Qn Е А справедлив следующий аналог равен- 
ства (11 
аА (е; - але, |... F atel F aili t ... F але) = 
=B (+ ola) fit ... HOn) fn). (14) 
Полагая в (14) а, =0 и сравнивая результат с (12), найдем, 
что o =p. Теперь (14) дает (13). | 
Пусть элемент e= », але; = М унимодулярен. Покажем, 
i=| 


что 


а А (ае + ... + anen) = В (0 (а)р-... + о(а,) fn) (15) 


AN 
Так как аоДес-аДе, +aA(e; +... Рае - ...), i= 1, 2, 3, где 
символ © означает, что соответствующий член опущен, то 
можно написать Де = Bf, где 


f = bio (ai) fi + c10 (a) fa + св (аз) fa H ... 
= c0 (a) [1 + b20 (a2) fo + сов (аз) fa H ... 
= c30 (1) fı + c30 (a2) f2 + b30 (аз) f3 + 
Сравнивая коэффициенты, найдем 
bo (а) в (a2) = c30 (а!) в (a2) = c10 (а) в (ao), (16) 
bio (а) в (a;) = сов (a,) в (a) = с1о (а!) в (ai), i>. 


Так как элемент е = У. а:е; унимодулярен, то отсюда следует, 
что и »,о(а,) р унимодулярен, поэтому существуют такие 
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ki... ka ЕВ, что У! o(a) Е, = 1. Положим 
d = bio (ai) Е, + c10 (a) ko + ... + cio (an) kn. 


Используя (16), легко проверить, что do(a)=b;o (a) и 
do(a) = cio (а;) для [22. Значит, элемент d обратим, и (15) 
доказано. | 

Пусть Ф: М > М есть в-полулинейный изоморфизм, при- 
чем Ф (г;) =р[. Равенство (15) показывает, что а=Р (Ф). 
Второе утверждение теоремы доказывается точно так же, как 
и в классическом случае (см., например, [1], гл. I). 


$ 3. Пример 


Если М, М — конечномерные векторные пространства оди- 
наковой размерности над полями А и В соответственно, 
a: Р(М) > P(N) — биекция, причем р, < р. p} влечет за 
собой ар, Сар. F ар. для любых Pi, Po, pa ЕР (М), то можно 
доказать, что а — проективность (см., например, [1], гл. ID). 
Мы приведем здесь пример, показывающий, что это неверно, 
если А и В — произвольные кольца. 

Пусть К — поле, A= K (x) — кольцо формальных степен- 
ных рядов от х над К и В — поле частных кольца А. Кано- 
ническое вложение о: А—>В индуцирует о-полулинейное OTO- 
бражение 3-> В3, которое в свою очередь приводит к OTO- 
бражению P (в): P (43) — P (Bì). 


Предложение 2. Отображение P (o) — биекция, причем 
pi < р + рз влечет за собой Р(о) ре Р (в) рр + P (в) рз для 
любых ру, Po, рз E P (A3). Однако P (o) не является проек- 
тивностью. 


Доказательство. Пусть (dı, а», аз), (ai, а>, аз) — уни- 
модулярные элементы из 3, представляющие один и тот же 
элемент из Р (В). Тогда существуют такие а, а’ А, а=20, 
а’ 520, что а’ (di; а, аз) = a (а,, ао, а), т.е. ddi = dün 1531533. 

3 


Если X aik; = 1, то d'à =a, где à= J aik;&A. Аналогично, 
i=l 
ар, = а’ для некоторого u € A. Отсюда следует, что а и a 
отличаются на обратимый элемент кольца А и, следовательно, 
А (i, Qo, аз) = А (ai, аз, a3). Этим доказано, что P (o) инъек- 
тивно. Если дан произвольный элемент из P (В), то можно 
записать его в виде Ве, rae e = 43. Произведя, если необхо- 
димо, деление на подходящую степень элемента X, мы можем 
считать, что по крайней мере одна из координат вектора е 
имеет ненулевой свободный член и, следовательно, обратима 
в A. Поэтому можно считать, что е — унимодулярный эле- 
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мент модуля A, и этим доказана сюръективность отображе- 
ния P(o). Если ри, ро, pa E P (AÌ) таковы, что pi C Po рь, 
то тривиально проверяется включение P(o)pi Œ P (0) p: + 
+ P (o)p, Далее P(o)A(1, 0, 0)=B(1, 0, 0) =B (x, 0, 0) = 
cP (с) A(x, 1, 0) + P(o) A(0, 1, 0). Однако (1, 0, O&A (x, 1,0)+ 
+ A(0, 1, 0). Это означает, что P(o) не является проектив- 
ностью. 


Предложение 2 и его доказательство полностью сохра- 
няются для любой области с однозначным разложением. 
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АВТОМОРФИЗМЫ ГРУППЫ GL, 
НАД ЛОКАЛЬНЫМ КОЛЬЦОМ.) 


Ж. Помфрэ, B. Макдональд 


$ 1. Введение и история вопроса 


Пусть R — кольцо, СЁ, (Ю) — общая линейная группа Ma- 
триц порядка п над К. 

В 1928 г. Шрайер и ван дер Варден [9] описали автомор- 
физмы группы СЁ, (Ю), где К — поле. Позднее Дьёдонне [2] 
исследовал автоморфизмы в случае, когда Ю — тело. Почти 
одновременно с ним Хуа Ло-ген и Райнер [3] нашли авто- 
морфизмы групп СЁ, над кольцом целых чисел. В 1957 г. 
Лэндин и Райнер [8] обобщили эти результаты на некомму- 
тативные области главных идеалов. Недавно автоморфизмы 
линейных групп над областями целостности были независимо 
исследованы О’Мирой [6] и Янь Ши-цзянем [10]. Более точно, 
О’Мира описал автоморфизмы групп СЁ, (Ю) и SL,(R), а Янь 
Ши-цзянь — автоморфизмы группы GE, (Ю), порожденной эле- 
ментарными трансвекциями. 

В этой статье мы выясняем строение автоморфизмов 
группы СЁ, (R) при п > 3, где R — коммутативное локальное 
кольцо с максимальным идеалом M и полем вычетов k = R/m 
характеристики 5-2. 

Общий метод состоит в том, что сначала определяются 
образы инволюций относительно автоморфизмов, а затем 
образы трансвекций. Поскольку мы используем классический 
подход, характеристика поля Е должна быть отлична от 2, 
чтобы можно было найти канонический вид инволюций. Как 
только описаны образы трансвекций, О’Мира привлекает oc- 
новную теорему проективной геометрии над полем частных 
исходного кольца. В наших условиях поля частных не суще- 
ствует, и было подозрение, что наличие делителей нуля мо- 
жет приводить к новым автоморфизмам. И действительно, 
главное сражение приходится вести с делителями нуля. 

В изучении автоморфизмов мы следуем методу Яня, свя- 
занному с большими вычислениями и не столь элегантному, 
как методы над телом или полем. 


1) Г. Pomfret, B. В. McDonald, Automorphisms of СГ„ (R), R а local 
ring, Trans, Amer. Math, Soc., 118 (1972), 379—388, 
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Мы покажем, что если Ю/М имеет характеристику, отлич- 
ную от 2, ий > 3, то всякий автоморфизм группы @Ё, (В). 
может быть описан в терминах тройки (X, p, а), где X — эн- 
доморфизм группы единиц кольца R, о лежит в СЁ, (Ю) и 
порождает внутренний автоморфизм, а ар— автоморфизм 
кольца К. 

Недавно Оянгурен и Сридхаран [7] обобщили основную 
теорему проективной геометрии на коммутативные кольца. 
Вероятно, можно использовать их результат и переработать 
настояшую статью с применением замечательного подхода 
О’Миры. В работе [5] это сделано для аналогичного вопроса 
об автоморфизмах симплектической группы над локальным 
кольцом. Следует отметить, однако, что для симплектической 
группы удалось обойти централизаторные рассуждения, 
используемые О’Мирой для установления проективности. 
В случае же группы СЁ, (Ю) описание централизаторов транс- 
векций в духе О’Миры наталкивается на большие трудности, 
связанные с делителями нуля. 

Особенности описания автоморфизмов группы GL, под- 
робно обсуждаются в работе Кона [1]. 


$ 2. Предварительные замечания 


Пусть R обозначает локальное кольцо с максимальным 
идеалом Ш и полем вычетов k= Ю/м. Пусть У — свободный 
Ю-модуль ранга п, п2>2. Общая линейная группа СЁ(У)— 
это группа обратимых А-линейных отображений модуля V 
в себя. Если зафиксировать базу модуля У, то СЁ (У) можно 
отождествить с группой СЁ, (Ю) обратимых матриц порядка 
п над R. Мы будем работать почти всегда с СЁ, (Ю). Cne- 
циальная линейная группа ЗЕ, (Ю) — это подгруппа группы 
СГ (Ю), состоящая из матриц с определителем 1. Обозначим 
через М, (Ю) кольцо матриц порядка п над К. 

Пусть [ — единичная матрица, E; — стандартная матрич- 
ная единица, т. €. матрица, у которой на месте (i, j) стоит 1, 
а на остальных местах — нули, Ви; (à) =1-Н AE; — элемен- 
тарная трансвекция (ij, E&R), О; (и) =I + (u— 1) E 
(u — обратимый элемент из R 

Заметим, что B;; (А) = Bir (—^), Bij (№) Bir (Аз) = Ви! (A1 +A) 
и ае (Ви, (^)) =1. С другой стороны, D; (u)! =D; (u~), 
D; (и!) D; (u2) = D; (uu) и det (D; (u)) =u. 

Пусть Ю* — группа обратимых элементов кольца R. 

Предложение 2.1. Если R — локальное кольцо, то 
группа СТ, (Ю) порождается множеством 


{Ви A) рый ле, ре", i#j, 1i ре]. 
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Доказательство точно такое же, как в случае поля. 


Из предложения 2.1 легко вывести, что на самом деле 
любая матрица А из СЁ, (Ю) может быть записана в виде 
ВО», (и), где В — произведение элементарных трансвекций, 
_и=деА, а группа $Ё,„(Ю) порождается всеми элементар- 
ными трансвекциями. 

В оставшейся части этого параграфа предполагается, что 
характеристика y%(R/m) поля Ю/м отлична от 2. Элемент 
А=М,(Ю) называется инволюцией, если 4? =], и идемпо- 
тентом, если А? = А. 

Каждой инволюции А можно сопоставить два подмодуля 


модуля V: 
N (А) ={ХеЕТ|А(Х) =— X} 


Р (А) ={Хе+Т|А(Х) =Х$}. 
Очевидно, P (А) | М (А) =0. Если Х ЕТ, то 
X = 12 (X — A (X)) + 1 (X + A (X)). 


Таким образом, V =М(А)ФР(А). Модули М(А) и P(A), 
будучи прямыми слагаемыми модуля V, проективны. Так 
как проективные модули над локальными кольцами свободны, 
то существует база, в которой инволюция имеет вид —/, @ 
ФГ,-,, где [, — единичная клетка порядка $. Отсюда BHITE- 
кает 


Предложение 2.2. Пусть R — локальное кольцо, 
y (Ю/и)==2. Если А — инволюция из СЁ, (Ю), то существует 
единственное целое число t, такое, что А подобна матрице 
ai l p E jy 


Инволюция, указанная в предложении 2.2, называется 
инволюцией типа (t, n— t). Пусть Е, — множество всех диа- 
гональных матриц порядка п с +1 на диагонали. Очевидно, 
это коммутативное множество инволюций. 


И 


Следующее предложение доказывается простой индукцией 
по Г. 


Предложение 2.3. Пусть Ю-— локальное кольцо, 
х(Ю/и)=22. Если {А;}._, — множество попарно перестановоч- 
ных инволюций, то существует матрица Ре СЕ, (КЮ), такая, 
что Р'АРеЁБ, для всех 1=1,9,..., г. 


Следствие 2.4. Любое коммутативное множество инво- 


n 
moyuŭ типа (t, n— t) содержит не более ( ‚) элементов, 
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В любом коммутативном множестве инволюций содержится 
самое большее 2" элементов. 

Если А— инволюция и y¥(R/m) == 2, то В =! (I+ А) — 
идемпотент. Из множества 2” попарно перестановочных ин- 
волюций получается 2” попарно перестановочных идемпотен- 
тов. Рассуждения, подобные приведенным выше, показывают, 
что всякий идемпотент посредством внутреннего автоморфизма 
может быть приведен к диагональному виду с 0 и 1 на 
диагонали. 


$ 3. Автоморфизмы группы GL, (В) 


Пусть J;; обозначает диагональную матрицу с —1 на 
местах (i, i), (j, j) ис l на остальных местах. Матрица Ji; 


является инволюцией типа (2, п — 2), Л; /„ = Jig и множество 


n 
{Jyll Ki <jKn} содержит (3) попарно перестановочных 


ИНВОЛЮЦИЙ. 
Очень полезна 


Теорема 3.1. Пусть R — локальное кольцо. Гогда ma- 
трица A = СЁ, (Ю) имеет обратимый элемент в каждой строке 
и в каждом столбце. 


Доказательство. Определитель матрицы А обратим 
и может быть получен разложением Лапласа по строке или 
столбцу, поэтому каждая строка и каждый столбец должны 
содержать обратимый элемент. 


Замечание. Мы предполагаем в этом параграфе, что п 3, 
R — локальное кольцо и характеристика поля Ю/М отлична 
от 2. 


Теорема 3.2. Пусть А — автоморфизм группы СЁ, (R). 
Гогда в GL, (К) найдется такая матрица Q, что ЛУ, =Q iQ 
для всех i Æ j. 


Доказательство. Рассмотрим сначала инволюции 


типа (l, п — 1), скажем P}, ..., Pa. Всего их n, они попарно 
сопряжены и попарно перестановочны. Поэтому п инволю- 
ций ЛР,,..., ЛР, также сопряжены, перестановочны и имеют 


один тип, скажем (t, n— t). Мы хотим доказать, что t= | 
или [=п— 1. Очевидно, #5=0 и tn. Допустим, что |1 << 
< n — 1 (можно считать также, что и >> 3, поскольку случай 


n n 
= 3 тривиален). Так как (") < ( g) то существует по 


крайней мере одна инволюция типа (№ n— t), которая не 
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лежит в множестве AP}, ..., АР,, но сопряжена и перестано- 


вочна со всеми ЛР,. Тогда Л” 'В перестановочна со всеми P}, 
но отлична от них и сопряжена с ними. Это, однако, невоз- 
можно, так как {Р;} — максимальное коммутативное множе- 
ство инволюций типа (1, n— 1). Таким образом, t= |l или 
t =n — 1. Поэтому существует обратимая матрица Q, такая, 


что О (АР) О ' =аР,, 1<1< и, a= Е Ín 
Теперь заметим, что J;; = PPj, поэтому 


АЛ, = A (Р.Р) = A (P;) A (Pi) = Q7! (аР)) (aP) Q =. 


Если Л — автоморфизм группы GL, (R), то отображение Л, 
определенное равенством Л (А) = QA (A) QT}, также является 
автоморфизмом и Л (7;;) =7;;. Можно заменить в нашем Hc- 
следовании Л на Л и считать, что Л (Ja) = Ту. 

Из теоремы 3.1 сразу следует 


Лемма 3.3. Если а, b, с, 4 элементы локального кольца R 


i bN? A 7 j F m 
ее а- —=ОФис=—6 


Пусть S;, ¿+1 обозначает подстановочную матрицу 
| О 1 
$1, 1+1 = li- Ф 1 o)l- 
Заметим, что если DS;, 1+1 = $}, +10, где D = diag (а, ..., ал), 
ТО а; = а}: +1. 


Теорема 3.4. Пусть А — автоморфизм группы GL,(R). 
Тогда в СЁ, (Ю) существует такая матрица О, что 


й 0 1 
ОЛ (51, 1+1) 9 =en g Belni- IKi<Kn—l, 
где e= +1. 


Доказательство. Мы считаем, что AJ; 1+1 =). 141. 
Так как 7;,;+! пПерестановочна с $ при i=] или [> 3, то 
Ji 1+1 = АУ; 1+1 Перестановочна с Л$.о. 

а b 


d 


$ 

diag (az, ..., An), а если п==4, то А5-= (* Jee J 
При n= 4 из соотношений D 

(ASi) =A = Jio (AS24723) = 1 (1) 


Таким образом, если п = 3 или n Œ 5, то AS p = 
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следует х=у=0, w=z?=]. Итак, при п23 Л$р= 
с d 


получаем c =b, а=а=0, а, =-Е 1. 
Вообще, для i =l, ..., n— 1 


iag (af) (i) о. 
1+1 == diag (af, ..., a}2,)® BEE S7 


a b 
=( )©diag (d3, ..., An). Снова применяя соотношения (1), 


AS 
0 


Ddiag (а ,...; A, 


где alb) = + |. 
Положим 


п-1 п-1 
Q=aiag (П bi's LLOP s erir Drai 1) 
t=] t=2 


и заметим, что ОЛ 140 '=Л 4. Таким образом, ма- 
трица Ji, ¿+1 неподвижна при сопряжении матрицей Q. Легко 
видеть, что 


ОЛ ($1, 1+1) 9" = 
0 1 
= diag (a, PPO ayi) ol а о) diag [> вы, а). 


Довольно простые вычисления показывают, что $; ;+, nepe- 
становочна со» 1+1 при 1<]<1—2, Л a и поэтому 


ОЛ ($; 1+1) О ' перестановочна с ОЛ (S;, +1) 9 при 1<]<1—2, 


2] < —1, откуда а® = ... =Ù nap, =... =a. 
ei 

Так как (Si—1,:S;, 1+1)? = I, TO (QA (5. JA (S: a) Q =], 

и повторное вычисление дает af) =а®,. Этим заканчивается 

доказательство. 


Так как сопряжение матрицей Q оставляет на месте инво- 
люции Jij, то можно считать (ср. с замечанием перед лем- 


мой (3.3)), что автоморфизм Л удовлетворяет условию AJ; = Jij 


и AS; i4, =el Ф 0 Фе[,-:-—, где e = 1 или e= — |. 


—1 
Наиболее сложным шагом в описании автоморфизма A 
является 


Теорема 3.5. Если Л — автоморфизм группы СГ, (Ю), удо- 
влетворяющий указанным выше условиям, то либо ЛВ; (1) = 


= B; (1) для всех (i, į), либо АВ; (1) = Bu (—1) для всех (i, j). 
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Доказательство. Так как матрица В;1›(1) перестано- 
вочна с Ло и Ji i41 при #23, то при п Æ 4 должно быть 


а b , 
^B (= (“ „) ав (as, eres Gah 


а если п=4, то 


Ав, (0 =(“ Jel; .). 


Сначала покажем, что если nÆ 4, то Q=. 
Так как Вл (1) перестановочна с $;,:+, при 123, то AB 
перестановочна C AS; ¿+4,1 при i > 3. В частности, из соотноше- 
ния AB, (1) AS; = А$5$ ЛВ! (1) имеем 


.(: Jela o )Bediag (as... n) = 


—е(* Jela “веба (as TPE 


и, следовательно, Q, = Q4. Аналогично заключаем, что 
a3 = d4 = ооо = Си. 


а D 
Итак, Ав» (= (* И Покажем, что f =e. Для 


этого заметим, что 


А (Bia (1) Тьз)* =I, (2) 

A (Si2B12 (1)? = I, (3) 

A (S3'B12 (1) S2) = АВв (1). (4) 

Из (2) следует равенство Р=1|, а из (3) — равенство 

(ef) = 1. Следовательно, ef = 1 и, так KaK e = + l, tro f= l, 
e = 


a b 
Соотношения (2), (3), (4) определяют матрицу p A , 
— 2 


w =], а (4) дает 


AB: (1) Л ($55 Вир (1) $53) = A ($53 Ви (1) S23) Л Вл (1). 


Вычисляя здесь верхние левые клетки порядка 3, получим 


a? be aeb a ab ps 
(e de -bec |== ( ее еа 04. 
c 0 ed aec bec ed 


a 
Из (2) получаем, что # 
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Так как е — обратимый элемент, то bc = 0, а? = d? = 1. Прямое 


C d 
вычисление с использованием соотношения ( р A ЕЙ, 


вытекающего из (3), показывает, что один из элементов В, с 
обратим и, значит, другой равен нулю (так как bc =0). 

Если с =0, то, в силу (3), bad =1. Так как а=а=- 1, 
то b= 1. Аналогично, если b= 0, то с=— 1. 

Итак, либо ABa (1) =el, + Eio, либо AB (1) =el, — Eo; 
и, ввиду (4), либо AB, (1) =el, + еЁЕз, либо AB, (1) =el, — eE3 
соответственно. 

Теперь мы утверждаем, чтое=1. Заметим, что So Bo (1) $в== 
= B» (1), поэтому либо ЛВ.з (1) =е[„ + Ez, либо ЛВ. (1) = 
—е], — E, соответственно. Так как коммутатор [АВ (1), 
АВ.. (D| = AB (1), то и ==е и, значит, е==1|. 

Осталось при n == 4 определить образы других коммута- 
торов. 

ев что ЛВ} (1) = В. (1), и заметим, что 
ABa (1) = A ($1 Виз (—1) $12) = Ba (1). Примем предположение 
индукции, что AB; (1) = Ви; (1) и AB; (1) = Ви (1). Из равенств 
SÉ i+1Bu (1) Si, 141 = Bi, i41 (1), ЗауаВи (1) Si, 141 = Bisa, + (1) 
вытекает, что ЛВ, ¿+1 (1) = Bi, 1+1 (1) и ЛАВ; +1, 1 (1) = Bis, 1 (1). 
Поэтому, если ЛВ1о (1) = Bio (1), то AB; (1) = Bu (1) u AB; (1) = 
==: Bp (1), 1==2, 3, п. 

Используя соотношения [В (1), В» (1]=В:» (1) при различ- 
ных Å, |, k, получаем ЛВ, (1) = B; (1) для всех inj. 

Если AB (1) = Ba (—1), то аналогичные рассуждения дают 
AB; (1) = B (—1) для всех i nj. 

Этим заканчивается доказательство для N Æ 4. 

Пусть теперь n = 4. Вычисления, которые необходимо про- 
делать, довольно длинные, но не трудные, поэтому мы лишь 
набросаем доказательство. 

Так как матрица ЛВ+1›(1) перестановочна с Jig, то 


ивы =(* tJel =). 


Так как В;1›(1) и $.. перестановочны, то х=— у, Z= W. 
Из соотношения (2) следует, что один из элементов b, c 
обратим, х=0 и a =d =w. Наконец, используя (4) и nepe- 
становочность матриц ЛВ:›(1) и ЛВ!з(1), заключаем, что 
если b обратим, то с =0, и наоборот. На этом шаге АВ} (1) 


а 
имеет одну из следующих форм: либо авы) = (9 ')e 
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а 0 
@® diag (а, а), либо ABa) =h. „аня (а, а). Дальнейшие 
рассуждения проводятся так же, как и в случае п > 4. 
Заметим, что В; (—1) — матрица, обратно-транспонирован- 
ная к В,; (1). Для AE GL,(R) обозначим матрицу (A) = 
=(a 7 через A. 
Теорема 3.6. Если Л: GL,(R)—> GL, (В) — групповой 


автоморфизм, то существуют кольцевой автоморфизм o: К > R 
и матрица Ре СГ, (Ю), такие, что 


ЛА=Р`'А°Р для всех AE SL,(R) 
unu 
AA =P (А°)`Р для всех Ae SL, (R). 


Доказательство. В силу замечания после предложе- 
ния 2.1 группа $, (Ю) порождается элементарными трансвек- 
циями, поэтому достаточно найти кольцевой автоморфизм о 


и обратимую матрицу P, такие, что PAB; (А) P == Ви (1) 
для всех B; (à) или PAB; (À) P~'= B; (= №) для всех Bi (A). 
В силу (3.5) и (3.4) можно предполагать, что PAB; (1) P~! = 
= By (1) и PAS; aP = Shtat Так как матрица В+ (^), 
ЕЮ, перестановочна с В!|›(1) и В; (1), 35 ]< п, то 
PAB, (å) pP == f s) Ota- Tak Kak So By (à) S4; = Big (à), 


TO 


a 0 b 
PAB, (Aà) P~’ -(' | ое... (5) 
0 0 а 


Коммутаторное соотношение [Ba (A), Ba (1)] = Bı; (^) дает 
РАВ, (à), ABa (1)] P7’ = PAB a (A) P™' и 


1 0 2 
PAB, (à) P~! -(. 1 1— fa- Jer (6) 
0 0 g 


Теперь определим о: R—>R, полагая A ==В, если PAB (4) P! = 
= I„ + BEi2. Очевидно, PAB;; (4) PT! = Bij (a°) и отображение в 
аддитивно. Если А’ =0, то AB (^) = и А =0. Поэтому o 
инъективно. Чтобы показать мультипликативность отображе- 
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ния о, рассмотрим цепочку равенств 


Виз ((M142)°) = PAB 3 (A14) P7! = 
= P [ЛВ (41), ABzs (à2)] P! = Bi (AF13). 


Итак, с — кольцевой мономорфизм. Остается показать, что O 
сюръективно. Очевидно, Л ($Ё.„(Ю)) лежит в SL,(R) и имеет 
порядковый идеал R (см. [4]). Далее, подгруппа Л (SL, (Ю)) 
нормальна в СГ, (Ю), поэтому, в силу результатов Клинген- 
берга о нормальных подгруппах [4], она совпадает с SL, (R). 
Если г — произвольный элемент из Ю, то существует произве- 
дение B= || Bu Ay) элементарных трансвекций, такое, что 
РА (B) P™' = B, (г). Следовательно, г является конечной CYM- 
мой конечных произведений элементов вида Ajj. Поэтому в 
сюръективно и, значит, является автоморфизмом кольца R. 


Теперь мы в состоянии описать действие автоморфизмов 
на группе СЁ, (Ю). Сформулируем наши предположения MOJ- 
ностью. 


Теорема 3.7. Пусть Ю — локальное кольцо, причем харак- 
теристика поля ЮЙи отлична от 2. Предположим, что п>3 
и A: СЁ, (Ю) > СГ, (ЮВ) — групповой автоморфизм. Гогда суще- 
ствуют матрица P € СЕ, (Ю), кольцевой автоморфизм с: R—> R 
u групповой гомоморфизм y: R*—> В*, такие, что 


AA =y (det А) P'AP для всех Aæ GL, (Ю) 
unu 
AA =y (det A)P'(A°Y P для всех AE GL, (R). 


Доказательство. Если A€ GL,(R), то A= D,(r)B, 
где det A=r, В — произведение элементарных трансвекций. 
Поскольку вид ЛВ уже определен, остается определить AD, (г). 

Будем считать, что AB; (А) = Р'В и oy P (второй случай 
рассматривается аналогично). т любых (i, j) матрица 
D, (г) Bı; (1) D, (r`!) лежит в SL, (Ю), поэтому 


P (AD, ADEA, (r=) P~! = (р, (P) Bi (1) Da (NO = 
= Da (~ ' Ви (—1) D, (r°). 
Отсюда 


р, (r°) PAD, (r) Р'В (—1) = Bj (—1) Dn (r°) PAD, (r) P`! 


186 Ж. Помфрэ, Б. Макдональд 


Таким образом, матрица D,(r°) PAD, (r) P~! перестановочна 
с В: (—1) при i j и, следовательно, скалярна, т. е. 


AD, (г) = (скаляр) + Р-'Ф, (r°) P. 
Определим х: Ю"-—> Ю", полагая 
y (г) = скаляр, ассоциированный с AD, (r). 


Из соотношения A (D, (г!) Dn (г5)) = AD, (riro) следует, что 
y(r) xr) = Х (го), т.е. Хх — гомоморфизм группы R*. Этим 
заканчивается доказательство. 


Кольцевые гомоморфизмы p: R— Ю/\ индуцируют гомо- 
морфизмы групп b: СЁ, (В) > СГ, (Ю/"'), #=1, 2, 3,.... 
Для каждого t 


. (центр группы GL, (юг) 


есть общая конгруэнц-подгруппа по модулю mÝ, обозначаемая 
через СС, (Ю, Е). Специальная конгруэнц-подгруппа SC, (R, t) 
по модулю Ш — это множество матриц P из СЁ, (Ю), таких, 
что 6,(Р)=1, det (P)=1. Для кольца R= Z/Zp° вычетов по 
модулю р’, где р — простое число, с помощью комбинаторных 
соображений доказано, что определенные выше конгруэнц- 
подгруппы автоморфно допустимы. 


Следствие 3.8. Пусть Ю — локальное кольцо, причем 
характеристика поля вычетов R|m отлична от 2. Тогда при п>3 
подгруппы GC,(R,t) и SC,(R,t) автоморфно допустимы 
в СГ, (Ю) для tèl. 


Доказатель ство. Пусть Л (A)=y (det A) P'AP для 
всех А из СЁ, (Ю) (второй случай разбирается аналогично). 
Если АЕСС, (КЮ, t), то A =rI + М, где N — матрица порядка n 


с элементами из MÝ, Прямое вычисление показывает, что Л (A) 
лежит в СС,(К, t). Как показал Клингенберг [4], SC, (R, = 
= [GL, (R), GC, (R, 1], откуда и следует утверждение. 
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АВТОМОРФИЗМЫ 
СИМПЛЕКТИЧЕСКИХ КОНГРУЭНЦ-ГРУПП ') 


Р. Солацци 


В 1948—1968 гг. автоморфизмы симплектических групп 
$р,„(У) исследовали Хуа [5], Дьёдонне [3], Риккарт [9], Paŭ- 
нер [8], Ваньи Ван [10], О’Мира [6]. Центральную роль в их 
методах играла техника двойных централизаторов инволюций. 
Однако симплектические конгруэнц-группы над областями 
целостности могут не содержать инволюций, поэтому обычные 
методы к ним, вообще говоря, неприменимы. Другой недо- 
статок старой техники инволюций состоит в том, что ее при- 
менение к проективным группам упирается в трудную проб- 
лему теоретико-группового различения проективных инволю- 
ций первого и второго рода. 

В настоящей работе мы приспособим к изучению симплек- 
тических групп метод О’Миры [7], не использующий инволю- 
ций. Будет удобно исследовать автоморфизмы симплектиче- 
ских конгруэнц-групп и проективных конгруэнц-групп одно- 
временно. Обозначим символом 7 естественное отображение 
группы $р,„ (У) на Sp, (V) + 1 = PSp, (V) и рассмотрим nox- 
группу G группы Р$р, (И), такую, что для любой прямой L 
из V в С существует нетривиальная (проективная) трансвек- 
ция с собственной прямой [; будем говорить, что группа 
с этим свойством имеет достаточно много (проективных) тран- 
свекций. Мы покажем, что при п > 6 каждый автоморфизм Л 
группы G отображает проективные трансвекции в проектив- 
ные трансвекции. Таким образом, А индуцирует биекцию на 
множестве проективных трансвекций из G, а она в свою 
очередь индуцирует коллинеацию L> L’ прямых векторного 
пространства V. По основной теореме проективной геометрии 
существует полулинейный изоморфизм g пространства V на 
себя, тоже отображающий L на L’ для всех прямых L из V, 
причем g переводит ортогональные векторы в ортогональные, 
Изоморфизм g определяет в группах $р„ (У) и Р5р, (У) asto- 


морфизмы Л, и Л, соответственно, где Л, (0)= 008! и 
Л, (6) = A, (0) для o из $р, (У). Мы покажем, что Л = A; lo- 


1) В. Е. Solazzi, The automorphisms of the symplecțic congruence 
groups, J. Algebra, 21, Ne 1 (1972), 91—102. 
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Как следствие этого результата легко описываются авто- 
морфизмы любой подгруппы $ из $р, (У), имеющей доста- 
точно много трансвекций: каждый автоморфизм Л группы $ 


естественным образом индуцирует автоморфизм Л проектив- 


ной группы $, поэтому Ле=х(о)Л,(0) для всех o из S, 
где у — гомоморфизм группы $ в группу = 1. 

Наконец, мы применим полученные результаты к CHM- 
плектическим конгруэнц-группам над областью целостности о. 
Пусть М — ограниченный 9-модуль. Каждая конгруэнц-под- 
группа из Sp, (M) имеет достаточно много трансвекций, 
поэтому предыдущие результаты дают описание автоморфиз- 
мов конгруэнц-подгрупп из р, (М). Мы не требуем, чтобы 
модуль М обладал симплектической базой или был свобо- 
ден. Тем самым получен ответ на вопрос об автоморфизмах 
нестандартных симплектических групп, поставленный в [6], 
стр. 137. 


$ 1. Предварительные замечания 


Пусть V есть п-мерное векторное пространство над полем F, 
характеристику которого мы обозначим через y(F). Пред- 
положим, что на V определена знакопеременная билинейная 
форма (x, и), т. e. билинейная форма со свойством (x, х) =0 
для всех x& V. Через W* обозначим ортогональное дополне- 
ние к подпространству W из V, т. e. 


И" = {х ЕЙ |(х, №) =0}. 


Радикал W, сокращенно rad W, — это подпространство W N W* 
из W. Подпространство W называется регулярным, если 
rad W = 0, вырожденным, если rad W =Æ 0, и вполне вырожден- 
ным, если rad W =W и W Æ 0. Предположим в дальнейшем, 
что пространство У регулярно, и назовем его регулярным 
симплектическим пространством. Тогда число п четно и все 
максимальные вполне вырожденные подпространства имеют 


| 
одинаковую размерность - п. Если W, и №, — подпростран- 


ства из И, то (1) = М, dim W, + dim Wi =n, (И ПМ.) = 
= Wi + №. и dim rad W; < n — dim W, поскольку rad Я! = Wi. 
Скажем, что W, и W, ортогональны, если (Wi, Wa) = 0. 
Симплектическая группа, обозначаемая через Sp,(V) или 
просто Sp(V), состоит из всех невырожденных линейных 
преобразований о пространства У, таких, что (ох, oy) = (x, у) 
для любых двух векторов х и и из V. Если o € $р(У), то 
положим Р={хеЕТ|ох=х}, Ю=Р”"; тогда P называется 
неподвижным, а R — вычетным пространством для о. Конечно, 
dim P + dim R =n. Когда ясно, о каком o € $р(У) идет речь, P 
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без уточнений обозначает неподвижное, а R — вычетное IpO- 
странство для о. Точно так же мы связываем P; и R; с npe- 
образованием о; из Sp(V). 

Для любого с из Sp(V) имеем oP =P, oR =Юи 


P= Кег (o —1,), Ю=(а— 1») У, 


где ly обозначает тождественное отображение V на себя. 
Таким образом, неподвижное и вычетное пространства для 
симплектического преобразования в нашем определении совпа- 
дают с такими же пространствами в смысле О’Миры [7]. 


Ясно также, что для любого У <= Sp (V) преобразование Хоу ' 
имеет неподвижное пространство XP и вычетное простран- 
ство ÈR. 

Трансвекция — элемент специальной линейной группы, 
тождественный на некоторой гиперплоскости. Для A&F n 
a& V рассмотрим отображение Ta,» определенное правилом 
Ta, (Хх) =x +A (а, ха для всех хеЕТ. Легко видеть, что 
ал Æ Sp(V) и вычетное пространство для т.) совпадает 
с Fa, причем detta, = 1. Значит, каждое отображение 
Ta, — трансвекция из Sp(V). Обратно, нетрудно показать, 
что любая трансвекция те $р(У) с вычетным пространст- 
вом Fa совпадает с т.) при подходящем À & F. Вычетное 
пространство нетривиальной трансвекции называется ее соб- 
ственной прямой; ly рассматривается как трансвекция, для 
которой каждая прямая из У собственная. 

Заметим, что Ta, = ly тогда и только тогда, когда a = Q 
или ^ =0. Далее, OTa, 107! = Toa, для всех ое Зр(Т). Если 
А ==0, то т, a = Tp, тогда и только тогда, когда b= = а. 
В [1] доказано, что Sp (V) порождается своими трансвекциями; 
значит, det о =| для всех с = $р(Т). Теперь легко доказать 
следующие утверждения: 


Предложение 1.1. Произведение двух нетривиальных 
симплектических трансвекций является трансвекцией тогда и 
только тогда, когда эти трансвекции имеют одинаковые соб- 
ственные прямые. 


Предложение 1.2. Пусть Ta, p — нетривиальная CUM- 
плектическая трансвекция и o = Sp (V). Преобразования в и та, y, 
перестановочны тогда и только тогда, когда ва == = а, 


Предложение 1.3. Две нетривиальные симплектиче- 
ские трансвекции перестановочны тогда и только тогда, когда 
их собственные прямые ортогональны. 


Предложение 1.4. Пусть o из $р(ТУ) имеет вычетное 
пространство R. Тогда o? = ly в том и только том случае, 
когда в [в = — lp. 
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Доказательство. Применить 1.7 из [7]. 


Предложение 1.5. Пусть O; и в. — элементы группы 
$р (У), имеющие вычетные пространства R, и R, Если В! = R3, 
TO 0106. = 0001. 


Доказательство. Достаточно применить 1.4 из [7]. 


Для любого векторного пространства размерности т 
обозначим через АЁ„(Й) группу скалярных преобразований 
из GL„ (W). 


Предложение 1.6. Пусть W — двумерное векторное 
пространство се СЕ. (У) — ВЕ. (И). Тогда централизатор 
Су (0) преобразования o в группе GL,(W) абелев. 


Доказательство. Применить 2.6 из [7]. 


Определение. Будем говорить, что подгруппа $ группы 
Sp(V) имеет достаточно много трансвекций, если для любой 
прямой L из У существует нетривиальная трансвекция из $ 
с собственной прямой L. 


$ 2. Проективные симплектические группы 


Проективная симплектическая группа Р$р(У) — это фак- 
торгруппа группы Sp (V) по ее центру, T. e. PSp(V)= 
= Sp (V)/+ 1y. Пусть ~ обозначает естественное отображение 
Sp(V) на факторгруппу PSp (V). Назовем б = PSp (V) проек- 
тивной (симплектической) трансвекцией, если среди представи- 
телей смежного класса © есть трансвекция. При п >2 npe- 
образования O и — о не могут одновременно быть трансвек- 
циями, так что можно определить собственную прямую 
проективной трансвекции о как собственную прямую един- 
ственной трансвекции из класса 0. Заметим также, что если 
б, И 6. — элементы группы PSp (V), то 010.=0.0, тогда и 
только тогда, когда 0102 = O0] ИЛИ 0105 = — 0001. 


Предложение 2.1. Пусть п>4А и (F) =2=2. Пусть 
ХхеЗр(И) и X(Fa) Fa, где Fa — некоторая прямая из V. 


Если Ta, ‚ — нетривиальная трансвекция из Sp(V), то У u 
Ta, AD Ta, -a не перестановочны. 


Доказательство. Допустим, что 
-1 -1 
ITa, ad Ta, =a = Ta, 4> Ta, —42, 
тогда 
Та, aTa, мы Ta, aTa !a, -4° 
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v —!ł 
В самом деле, возьмем вектор х, ортогональный вектору È а. 
но не ортогональный вектору а. Применяя к х преобразова- 
ния Из последнего равенства, получаем 


— à (а, x)a + А (Ха, х) Ха — 2%? (Ха, а) (а, х) Ха = (а, ха. 


Отсюда следует, что а=Ё. Ba, а это по предположению He- 
возможно. 
С другой стороны, равенство 


=i 2 
Žita, „> Та, —^ = — Та, ^Х Ta, -Aa 


тоже невозможно. В самом деле, так как nÆ 4, то суще- 
ствует ненулевой вектор x из (Ра) ПУ (Ра NE (Fa. Но 
левая часть равенства совпадает с ly на D (Fa) N (Ра)", а npa- 
вая равна —1, на (Fař nX '(Еа». Значит, x= — x, npo- 
тиворечие. Предложение 2.1 доказано. 


Пусть G — подгруппа группы PSp (V). Если для любой 
прямой L из У существует нетривиальная проективная транс- 
векция с собственной прямой L, принадлежащая группе G, 
то мы будем говорить, что G имеет достаточно много проектив- 
ных трансвекций. Будем считать в дальнейшем, что @—именно 
такая группа. Пусть А = {се Sp (V) се G}. Тогда А — под- 
группа группы Sp (V), имеющая достаточно много трансвекций, 
+l ЕДА и А=С. Если X — подмножество из А, то пусть 
C (X) обозначает централизатор X в А, если же X — подмно- 
жество из G, то С(Х) — централизатор X в G. Всякий раз, 
когда дальше упоминаются группы С или А, мы предпола- 
гаем, что они связаны так же, как и выше, т. €. А — прооб- 
раз С при отображении ~. Пусть ОХ обозначает коммутант 
группы X. 


Предложение 2.2. Пусть в и X — перестановочные эле- 
менты из PSp (У). Пусть W — подпространство пространства V, 
такое, что 2. dim W > Чт! u oly = - Ту. Тогда в и È также 
перестановочны. 


Доказательство. Можно предполагать, что y% (F)Æ2. 
Достаточно показать, что равенство о = — Хо»х ' невозможно. 
Пусть oly =q, где а = + lwy. Выберем в [У (М) ненулевой 
вектор х, тогда из равенства в = — Хоу | следует заведомо 
неверное равенство ах = — ах. 


Предложение 2. 3. Если п È 4u А — подгруппа группы 
Р5р (И), состоящая целиком из проективных трансвекций, 
то все элементы из А имеют общую собственную прямую. 
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Доказательство. Прямое вычисление, использующее 
формулу для симплектических трансвекций, показывает, что 
произведение двух проективных симплектических трансвекций 
является проективной трансвекцией тогда и только тогда, 
когда они имеют общую собственную прямую. Поскольку 
А замкнуто относительно умножения, то все элементы А имеют 
общую собственную прямую, что и требовалось доказать. 


Пусть [ — прямая из V. Обозначим через T (L) группу 
всех проективных трансвекций из G с собственной прямой L. 


Предложение 2.4. Если п È 4, то Т (L) — максимальная 
гриппа проективных трансвекций из G. Каждая максимальная 


группл проективных трансвекций из С имеет вид T (Г) для 
подходящей прямой L. 


Доказательство. Из предложения 2.3 следует, что 


T (L) — максимальная группа проективных трансвекций из G. 
С другой стороны, если А — максимальная группа проектив- 
ных трансвекций из G, то 2.3 показывает, что все элементы Å 
имеют общую собственную прямую, скажем Г. Значит, А S 


= 7 (L), и поскольку А максимальна, то A =T (Г). 


$ 3. Вычисления с двойными централизаторами 


Определение. Пусть се Sp(V). Назовем с плоским 
вращением, если вычетное пространство Ю преобразования 
о — плоскость; о называется регулярным или вполне вырож- 
денным плоским вращением соответственно, если такова пло- 
скость К. 


Определение. Для подпространства W из У положим 
Е (У) = {сЕЛ|Ю= W}, где R — вычетное пространство для о. 
Очевидно, Е () — подгруппа группы А. 


Предложение 3.1. Пусть п > 2, а в — регулярное nao- 
ское вращение из А с вычетным пространством R. Если 
y (Е) ==2, то предположим дополнительно, что o? Æ ly. Гогда 
Е (R) = СОС (o). 


Доказательство. Так как Ю* — неподвижное mpo- 
странство для O и ЮПА" =0, то в [р Æ lg. Если в [р = — lp, 
то 0’ = ly по предложению |. 4, что невозможно. Обозначая 
через АГ. (Ю) группу скалярных преобразований из СГ. (Ю), 
видим, что O [ре Эр. (R) — RL, (R). Из предложения 1.6 теперь 
следует, что централизатор Ср(с|г) преобразования olg в 
СТ. (Ю) абелев. 


7 Зак, 154 
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Пусть o, Е DC (6). Тогда o, R =R и, значит, 
O] lr € DC (o) [в = DCR (в lR) = lp. 


Итак, olk = lg; пусть P, и Ю, — неподвижное и вычетное 
пространства для d;i Тогда Ю1=Р, > Ю, так что RSR. 
Любое преобразование в, из Е(Ю) имеет вычетное простран- 
ство RoS RS Ri. Следовательно, O и о! перестановочны 
(см. 1.5). Таким образом, Е (Ю) = СОС (6), что и требовалось 
доказать. 


Предложение 3.2. Пусть п >b u o S Л — нетривиальная 
трансвекция или плоское вращение. Тогда СОС (6) = E (R). 


Доказательство. Пусть P — неподвижное простран- 
ство для о и L= Ра — прямая из P, не лежащая в га4Р. 
Так как а Ærad P, то существует вектор b еР, такой, что 
(а, b) "= 0. Поскольку dim [(Fa)}* ПР] 3, то найдется вектор 
t = (Fa) ПР, линейно независимый ca nub. Положим с =t +b. 
Тогда (а, с) ==0 n a, b, с—три линейно независимых BEK- 
тора из Р. 

Выберем нетривиальные трансвекции Ta, às Тв И Te, H3 Ас 
собственными прямыми Ра, Fb, Fe. Положим [=T ль вт льва 


Tan Ть, а, -№ Теперь (а, т, в (а)) = (а, а + В(Ъ, а) 5) == 0. 


Значит, Taa И TG a Не перестановочны ввиду 1.3, так 


b, в(@) 
что f имеет вычетное пространство Ра + F (ть, в (а)) = Fa + 


-+ Р(а-В(5, а)5) = Fa 4+ Fb. Аналогично, если положить 
E = T, aTe aTa hTz 1, TO g имеет вычетное пространство Ра + Ес. 


Так как oa =q, ob =b, oc =c, TO Ta, m Th, g» Te, a EXAT B C (о). 
Значит, f и g принадлежат DC (o), f, g8 = DC (с) = DC (6). 
Пусть теперь È = CDC (6). Преобразование È» должно быть 


перестановочным C f. Поэтому ввиду 2.2 и условия, что п 26, 
2} и f перестановочны. Значит, вычетное пространство пре- 
образования f инвариантно относительно È. Те же рассуждения 
доказывают У-инвариантность вычетного пространства для g. 
Тогда Х-инвариантно и их пересечение, т.е. прямая Ра. 
Итак, все прямые из P, не лежащие в rad P, У-инвариантны. 
Если гааР =0, то мы заключаем, что У-инвариантны все 
прямые из P. Пусть rad P =Æ 0, К — прямая из rad P. Отметим 
прямую Lo из P, не принадлежащую rad P. Тогда К — един- 
ственная прямая из плоскости К@Ф[, лежащая в га4Р. 
Поскольку все остальные прямые У-инвариантны, то ХК S 
= К Ọ Lo, но È — взаимно однозначное преобразование прямых, 
поэтому УК = K. Таким образом, все прямые из P *»-инва- 
риантны. Так как dim P Èn—2 и п26, то P не является 
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вполне вырожденным. Значит, Хр == 1р и Ххе-Е (К). 
Поэтому = + Е(Ю)= Е (Ю), что и требовалось доказать. 


Предложение 3.3. Пусть пб и ое А имеет вычетное 
пространство R. Тогда группа CDC (6) абелева, если в — транс- 
векция или вполне вырожденное плоское вращение, и СОС (6) 
неабелева, если в — регулярное плоское вращение, такое, что 
0" 52 ly 

Доказательство. Если а — трансвекция или вполне 


вырожденное плоское вращение, то ввиду 3.2 CDC (6) = E (R). 
Так как R вполне вырождено, то из 1.5 следует, что В (К) — 
абелева группа, откуда и Е(Ю) абелева. 

Если с — регулярное плоское вращение и o'a o” 5 ly, то › ввиду 
3.1 Е(Ю) = СОС (o). Значит, ЕВ (В) = СБС (с) = CDC (в) = 
= CDC (6), так как С (0) =С (6), согласно 2.2. По условию R 
регулярно, а А имеет достаточно много трансвекций, поэтому 
в Е(Ю) существуют неперестановочные трансвекции T; и To. 
Тогда в силу 2.2 т, и т. — неперестановочные проективные 


трансвекции в Е (Ю) = CDC (6). 


Предложение 3.4. Пусть пб и Х(Р =22. Пусть 
б—проективная трансвекция из Ц, а Л автоморфизм группы G. 
Тогда Аб — также проективная трансвекция. 


Доказательство. Можно считать, что б Æ ly. Пусть 
L — собственная прямая для б и Ло =>». Так как » Æ 1, то 
выберем прямую Lı, удовлетворяющую условию BL, Æ L, 
Пусть та.) — нетривиальная трансвекция в А с собственной 
v < = м—1--—1 
прямой Lı = Ра. Ввиду 2.1 № и та,» та, не перестановочны. 
17-1 
Положим T = Ta, p h= ÈT T . Будучи произведением двух 
трансвекций с разными собственными прямыми, преобразо- 
вание h имеет в качестве вычетного пространства плоскость 
R= XZL, + [.. Пусть ДЕТ и {= ото 1‘. Ясно, что AF = kh, 
177 
а поскольку X и TX 'T ' не перестановочны, то таковы и б, 
то “-!. Следовательно, не перестановочны И o, 9-1. 
Мы утверждаем, что f — регулярное плоское вращение, 
не являющееся инволюцией. В самом деле, f = о (tolt!) — 
произведение двух неперестановочных трансвекций, поэтому 
{ — регулярное плоское вращение. Его вычетным простран- 


ством является Ё-*/. Далее, поскольку ITE ==. ри 
т = Ta» то К == Ра + Ра инвариантно относительно м 
иТ '. Поэтому XTX ' и T7’ одновременно индуцируют на R 
либо lR, либо нетривиальные трансвекции с различными 


7” 
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собственными прямыми (в зависимости от того, какое из COOT- 
ношений (а, Ха) = 0, (а, №4) 52 0 выполняется). В любом случае 
й [в == — l lk, так как y (F) #2. Ввиду 1.4 h? = ly и, конечно, 
k? = — ly. Следовательно, Й” 52 ly, откуда F Æ ly a FÆ ly. 
Таким образом, f — регулярное плоское вращение, He явля- 
ющееся инволюцией. 

Теперь мы утверждаем, что h — также регулярное плоское 
вращение. Прежде всего в силу указанных выше свойств f 
и ввиду 3.3 получаем, что группа CDC (f) неабелева, так 
что и СОС (h) неабелева. Если Li + УГ. = R — вырожденная 
плоскость, то из 3.3 следует, что СОС (h) абелева, и это 
противоречит доказанному. Таким образом, мы видим, что 
R — регулярная плоскость, значит, h — регулярное плоское 
вращение. 

Покажем, что Лб — проективная трансвекция. Так как 
{ — неинволютивное регулярное плоское вращение, а собствен- 
ная прямая L для o содержится в вычетном пространстве 
Г - rL для |, то из 3.1 следует, что б = СОС (f) = СОС (f). 
Но C(f)=C (f), если принять во внимание, что }— плоское 
вращение, а также 2.2. Поэтому б = СОС (f) n, значит, Aō = 
= СОС (ЛР, откуда X = СОС (h) =Е(Ю) в силу 3.2, где В — 
регулярная плоскость, совпадающая с вычетным простран- 
ством для h. Поскольку Хе Е(Ю), то можно считать » pery- 
лярным плоским вращением или трансвекцией. Но CDC (6) 
абелева ввиду 3.3, поэтому СОС (Aō) = СОС (>) тоже абелева. 
Кроме того, У? Æ ly, потому что 6? +Æ ly при Х(ЁР) 52. 
Следовательно, Х не может быть регулярным плоским Bpa- 
щением, иначе из 3.3 следовала бы неабелевость CDC (У). 
Таким образом, » — трансвекция, а Лб =» — проективная 
трансвекция, что и утверждалось. 


$ 4. Применение к теории автоморфизмов 


Начнем с определения двух специальных типов автомор- 
физмов группы $р(У). Вскоре мы убедимся, что каждый 
автоморфизм группы $р(У) будет произведением автомор- 
физмов этих типов. 


Определение. Пусть $ — подгруппа группы Sp (У), 
имеющая достаточно много трансвекций. Назовем автомор- 
физм P, группы $ гомотетией, если P, (6) = y (в): с для всех 


се S, где y — гомоморфизм группы $ в группу = ly. 


Легко доказать следующий результат. 
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Предложение 4.1. Пусть $ — подгруппа группы Sp (V), 
имеющая достататочно много трансвекций. Предположим, что 
— l ES u %y— гомоморфизм S в + ly. Отображение в-— 
> y (6): в, o E 5, является автоморфизмом группы S тогда 
и только тогда, когда y(+ 1) = ly. 


Определение. Пусть g — полулинейный изоморфизм V 
на V. Будем говорить, что © сохраняет ортогональность, если 
из равенства (x, у) =0 следует, что (вх, у) =0 для всех x, y 
из У. 


Предложение 4.2. Пусть в — полулинейный изомор- 
физм пространства У на себя. Тогда в сохраняет ортогональ- 
ность в том и только том случае, когда (вх, ву) = (x, и)" 
для всех x, у из V, где à — ненулевой скаляр, не зависящий 
от X U Y, а U — автоморфизм поля, связанный с в. 


Доказательство. Очевидно, если (gx, ву) =À (x, и)“ 
для всех xX, у, то g сохраняет ортогональность. Обратное 
доказано в [6], стр. 113. 


Следствие 4.2а. Если g — полулинейный изоморфизм У 
на себя, то в сохраняет ортогональность тогда и только тогда, 
когда таков g`!. 


Предложение 4.3. Пусть g — полулинейный изомор- 
физм У на себя, сохраняющий ортогональность. Отображе- 
ние Ag, определенное правилом A, (0)= gog! для всех в из 


$р (У), является автоморфизмом группы Sp (V). 


Доказательство. Если o = Sp (V), то gog! — линей- 
ное преобразование. Прямые вычисления с помощью 4.2 
показывают, что (gog! (x), в06-Ку)) = (x, у) для всех x, у 
из У. Значит, gog! € Sp (У). Точно так же g`log = Sp (V). 
Поэтому Л, отображает Sp(V) на Зр(У). Очевидно, Ag 
взаимно однозначно и мультип ликативно, следовательно, Л, — 
автоморфизм группы Sp (V). 


Определение. Пусть g — полулинейный изоморфизм V 
на V, сохраняющий ортогональность. При с е Sp (V) положим 
A, (0) = вс8`', тогда Ag — автоморфизм группы Sp (V). 
Определим автоморфизм А группы PSp (V), полагая A, (6) = 
=Л,(0) для всех б = Р$р (У). Если Л, (() = G, то обозначим 
ограничение Л, на G снова через A. Точно так же, если $ — 


подгруппа из Sp (У), имеющая достаточно много трансвекций, 
и Л, ($) =5, то мы обозначаем ограничение Л, на $ тем же 
символом Лу. 
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Предложение 4.4. Предположим, что dim V >2, a G — 
подгруппа группы PSp (V), имеющая достаточно много тран- 
свекций. Пусть Л — изоморфизм С в PSp (V), такой, что если 


л — проективная трансвекция из G, то и Ат — проективная 
трансвекция с той же собственной прямой, что и y х. Гогда 
Л действует на G тождественно. 


Доказательство. Пусть б — произвольный элемент 
из Си d = Aō. Для всякой прямой L из V существует He- 
тривиальная проективная трансвекция т = G такая, что L — ее 
собственная прямая. Тогда отб! — проективная трансвекция 
с собственной прямой ol. По условию ту же собственную 

—1 
прямую имеет Л (6716—'). Но A (616-') = 0’ A30- H, так как 
L — собственная прямая для AT, то oL — собственная пря- 
мая для Л (616—'). Отсюда следует, что ol = о’[. для всех 
прямых L, значит, о = + 0’. Таким образом, б = + 0’ =Лб 
для всех о из G, что и требовалось доказать. 


Пусть теперь dimV 26, xy(F) #2 и С-— подгруппа 
группы Р$р(У), имеющая достаточно много проективных 
трансвекций. Предположим, что Л — автоморфизм группы G. 
Ввиду 3.4 и 2.4 ЛГ (L) — максимальная группа трансвекций 
из G для любой прямой L в пространстве У. Снова исполь- 
зуя 2.4, найдем единственную прямую L’, такую, что AT (Г) = 
=T (L^). Легко видеть, что соответствие [, --> L’ — биекция 
на множестве прямых из V. Поскольку перестановочность He- 
тривиальных проективных трансвекций равносильна ортого- 
нальности их собственных прямых, то условие (Li, La) =0 
влечет за собой (Li, La) =0. Любая гиперплоскость описы- 
вается как ортогональное дополнение к некоторой прямой, 
поэтому образы (при соответствии L—>L’) всех прямых из 
некоторой гиперплоскости образуют гиперплоскость. Таким 
образом, биекция Ё, --> L’ удовлетворяет предпосылкам основ- 
HOË теоремы проективной геометрии, а потому существует 
полулинейный изоморфизм g пространства V на себя с усло- 
вием, что gL=L' для всех прямых L. Непосредственно 
видно, что g сохраняет ортогональность. Значит, ЛД, — авто- 


морфизм группы. SPV) по предложению 4.3. Теперь нетрудно 


заметить, что Л; о Л — изоморфизм группы С в PSp(V) 
удовлетворяющий предположениям из 4.4. Следовательно, 


А = Л, и справедлива 
Тео P ема 4.5. П ет У — векторное пространство над 


полем F, Х(ЁР)==2, dim V >6. Пусть С — подгруппа группы 
Р$р (V), имеющая достаточно много проективных трансвекций 
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а А — автоморфизми группы G. Тогда существует полулиней- 
ный изоморфизм g пространства У на себя, сохраняющий 


ортогональность и такой, что А = Ap. 


Следствие 4.5а. Пусть У, y(F) и п удовлетворяют 
предпосылкам ‘из 4.5. Пусть $ — подгруппа группы $р(У), 
имеющая достаточно много трансвекций, и A — автоморфизм 
группы $. Тогда существуют полулинейный изоморфизм g 
пространства У на себя, сохраняющий ортогональность, и 
гомоморфизм y группы S в + ly, такие, что Ao = xy (0) . A, (0) 
для всех o ES. 


Доказательство. Отображение A группы $, опре- 
деленное по правилу A (5) = Ao, o S S, является автомор- 
физмом группы S, значит, А = Ag для некоторого g. По- 
скольку Ao = A, (0) для всех o из $, то Ao = y (0). Л, (0), 


где х(0) = + ly. Ho А — автоморфизм, поэтому % — гомомор- 
физм. Следствие доказано. 


Предложение 4.6. Пусть п>6, Х(Р)=Е2 и $ — под- 
группа группы Sp (У), имеющая достаточно много трансвек- 
ций. Предположим, что — ly = S. Тогда существуют гомо- 


тетия P, и автоморфизм А, группы S, такие, что A = P, ° Лу. 


Доказательство. Ввиду 4.ба имеем Ло ==), (0) A, (0) 
для всех о из $, где у, — гомоморфизм $ в Æ ly, а Л, — 


автоморфизм группы $р (У). Положим y (0) =x; (Аз ' (с)) для 
всех о из S, Так как Х(- ly)= ly, то из 4.1 следует, что 
отображение o — y (0) o = P, (0) — гомотетия на $. Очевидно, 


A = P, ° Ag что и требовалось доказать. 


$ 5. Автоморфизмы конгруэнц-групп 


Пусть в дальнейшем 0 обозначает область целостности 
с полем частных F, V — регулярное п-мерное симплектическое 
пространство над F. Назовем размерностью свободного 
0-модуля мощность любой базы этого модуля. В работе [6] 
определен ограниченный 9-модуль М как модуль, для которого 
существует 5-линейный изоморфизм в свободный 09-модуль 
конечной размерности. Мы будем обозначать через М огра- 
ниченный 9-модуль, содержащийся в V и такой, что У = FM, 
где FM = {ах [а РЁ, хе М}. Определим коэффициент Cy BEK- 
тора x€ V, полагая с, = {a €E F lax E М}; с, — дробный идеал 
кольца 9. Симплектическая группа $р,(М) ограниченного 
модуля М — это по определению группа {о = Sp (V)| oM = M}. 
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Допустим, что а — ненулевой идеал, содержащийся в 9. 
Пусть 


ам —{ 2, Вх Ве, х=М}- 


Симплектические конгруэнц-группы — это по определению 
группа $р, (М; а) = {се Sp, (М) | (в — 1.) М=аМ} и группа 
Т5р, (М; а), порожденная всеми  трансвекциями, лежа- 
щими в Sp, (M; а). Отметим, что Sp,(M; 5) = Зр, (М), 
Т$р, (М; 5) =Т$р,(М), Т$р, (М; а) = Sp, (М; а) и все эти 
подгруппы нормальны в &р,„(М). Если М — ненулевой огра- 
ниченный 9-модуль, а о — произвольный ненулевой линейный 
функционал на V = FM, то рМ — дробный идеал кольца о. 
Легко видеть, что 


А, (а, М) = ta 05 å (а, M) a S aM > Ta, ле Spn (М; 0). 


Предложение 5.1. При п>2 группа TSp,(M; а) имеет 
достаточно ‘много трансвекций. 


Доказательство. Пусть L= Ра — прямая из У = FM. 
Так как (а, х) — ненулевой линейный функционал на V, то 
(а, М) — дробный идеал. Выберем ненулевой элемент А, EF, 
удовлетворяющий условию À (а, М) <= си + а. Тогда, как и выше, 
та.) © TSp,(M; а). Предложение доказано. 


Пусть ~ обозначает естественное отображение $р,„ (И) на 
Sp, (V)/=& ly. Определим Р$р,(М; a) как Sp,(M; а), 
а PTSp,„,(M; а) как TSp,(M; a). Назовем эти группы проек- 
тивными симплектическими конгруэнц-геруппами. 


Предложение 5.2. Пусть п>6, @ — одна из групп 
Р5р, (М; а), РТ$р‚ (М; а), а А — автоморфизм G. Тогда суще- 
ствует полулинейный изоморфизм g пространства У на себя, 


сохраняющий ортогональность и такой, что А = Ag. 


Доказательство. Если У (Ё) ==2, то достаточно при- 
менить 4.5 и 5.1. Если Х(Р)=2, то к таким группам без 
изменений применимы рассуждения из [6], стр. 125—131, 


—1 
показывающие, что при подходящем g автоморфизм Л, о Л 
сохраняет все трансвекции. Используя рассуждения из дока- 


зательства 4.5, получим Л = Ag, что и требовалось доказать. 

Теперь пусть п>26, $— одна из групп Sp,(M; а), 
Г5р, (М; я), а ЛА — автоморфизм $. Как и в доказатель- 
стве 4.5а, Л индуцирует автоморфизм Л группы S ив силу 5.2 


А = Л; для некоторого полулинейного изоморфизма g про- 
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странства V на себя, сохраняющего ортогональность. Тогда, 
как и в доказательстве 4.5а, Ло = y% (0).Л„(о) для всех o 


из S, где у, — некоторый гомоморфизм $ в = ly. Если 
—1уе5, то из 4.6 следует, что найдется гомотетия P, 


группы $, такая, что A = P} ° Ape Таким образом, спра- 
ведлива 


Теорема 5.3. Пусть п>6, $ — одна из симплектических 
конгруэнц-групп Sp, (M; а), Т$р, (М; а), а A — автоморфизм 
группы S. Тогда существуют гомоморфизм Хх, группы S 
в + ly и сохраняющий ортогональность полулинейный изо- 
морфизм g пространства V на себя, такие, что Ла = 
=! (0)A, (0) для всех o = S. Если —1у €E S, то найдется гомо- 


тетия P, группы S, удовлетворяющая условию A = P, о Ag. 
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АВТОМОРФИЗМЫ УНИТАРНЫХ ГРУПП 
И ИХ КОНГРУЭНЦ-ПОДГРУПП ') 


P, Солацци 


Автоморфизмы унитарных и проективных унитарных групп 
исследованы Только над полями. В частности, отсутствует 
теория автоморфизмов для групп унитарных матриц с коэф- 
фициентами из области целостности. 

В настоящей работе рассматриваются подгруппы @ про- 
ективной унитарной группы РИ, (У), содержащие для любой 
изотропной прямой L из У по крайней мере одну нетриви- 
альную проективную трансвекцию с собственной прямой L. 
Мы требуем, чтобы соответствующая эрмитова форма имела 
индекс Витта не меньше 3. При этих условиях для проектив- 
ных унитарных трансвекций указываются теоретико-групповые 
свойства, достаточные, чтобы отличить проективные транс- 
векции от других проективных унитарных преобразований. 
Следовательно, всякий автоморфизм Л группы С должен 
сохранять множество проективных унитарных трансвекций, 
а потому Л определяет биекцию Li—> L’ на множестве изо- 
тропных прямых пространства V. Мы продолжим эту биек- 
цию на все вполне изотропные подпространства из И и, при- 
меняя теорему Чжоу и Дьёдонне ([3], стр. 132), заключим, что 
она индуцируется унитарным полулинейным изоморфизмом g 
пространства У на себя. Затем уже нетрудно показать, что 
автоморфизм Л задается сопряжением посредством проек- 
тивного унитарного полулинейного изоморфизма &, соответ- 
ствующего изоморфизму g. Наши результаты справедливы 
при условии, что индекс Витта не меньше 3, а характери- 
стика не равна 2. 

Зная автоморфизмы указанных проективных унитарных 
групп G, легко описать автоморфизмы произвольной под- 
группы $ обычной унитарной группы @,„(У), содержащей 
по крайней мере одну нетривиальную трансвекцию на любой 
изотропной прямой из V. В последнем параграфе эти резуль- 


таты будут применены к унитарным группам Un, U}, TL, 
над областями целостности и к их конгруэнц-подгруппам. 


1) R. Е. Solazzi, The automorphisms of the unitary groups and their 
congruence subgroups, Illinois J. Math., 17, Ne 1 (1973), 153—165. 
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Мы покажем, что каждая такая унитарная конгруэнц-группа 
содержит нетривиальную трансвекцию на любой изотропной 
прямой, и на основе предыдущих результатов получим опи- 
сание автоморфизмов унитарных конгруэнц-групп. 

Метод настоящей статьи — модификация оригинального 
метода вычетных пространств, введенного О’Мирой [6] для 
конгруэнц-подгрупп общей и специальной линейных групп. 


$ 1. Предварительные замечания 


Пусть V — некоторое п-мерное векторное пространство над 
полем F характеристики Хх (Р). Пусть на V задана эрмитова 
форма (x, и), т.е. такое отображение из УХУ B F, что для 
всех х, и, = из V и для всех а из F 


(ах +z, у) =а(х, у) - (2, и), 
(х, y) -E (y, a 


где «=> а — нетождественный автоморфизм порядка 2 поля F. 
Пусть Е — неподвижное поле автоморфизма *, тогда 
НЕ — расширение Галуа степени 2. Положим H (х) = (х, x). 
Тогда H (ах) = aa*H (x) для всех а из F n Н(У) S E, поскольку 
(х, a = u, Хх”. 
При (F) #2 найдется 0€ E, такой, что F= E(4/0 ), 
любой элемент поля F имеет вид а-- Вл/б. 9 при подходящих 


а, В из Е и (CERD =a — ß 4/9. 

В дальнейшем предполагается, что (x, у) — невырожденная 
эрмитова форма на п-мерном векторном пространстве V над F. 
Невырожденность здесь означает, что из условия (V, х) =0 
следует х==0. 


Определение. Для подпространства W пространства V 
положим 
W*={xe V |(W, х) =0}. 


Подпространство W называется регулярным, если W N W* = 0, 
вырожденным, если W N W* 0, и вполне вырожденным, если 
W ==0 и =". Подпространство rad W = ПИ” назы- 
вается радикалом пространства W. Пространство И регулярно, 
поэтому dim W + ат W* = dim V, (WY* =W 13, стр. 13], 
rad W = rad W*. Так как rad W = W*, то dim rad W<Xn—dim W. 
Назовем ненулевой вектор х из V изотропным, если H (x)= 0, 
и анизотропным, если Н (х) ==0. Подпространство W, содер- 
жащее изотропный вектор, назовем изотропным, а в против- 
ном случае — анизотропным. В дальнейшем предполагается, 
что V — изотропное пространство. 
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По определению п-мерная унитарная группа, обозначаемая 
через И,„(У) или просто U (V), состоит из всех o € СЁ, (V), 
таких, что (ох, су) = (x, у) для всех x, у из V. Такие преоб- 
разования с называются унитарными. Используя теорему 
Витта о продолжении унитарных преобразований, можно по- 
казать, что максимальные вполне вырожденные подпростран- 
ства из У имеют равные размерности ([3], стр. 38—42). Эта 
общая размерность называется индексом Витта подпростран- 
ства V и обозначается v (V). В нашем случае 2.y (V) < п. 

Далее, для o € И, (И) положим P = {хеЕЕИ |ox = x}, R = P*, 
Подпространство P называется неподвижным, a R — вычет- 
ным пространством для о. Имеем dim R + dim P =n. Всякий 
раз, когда речь будет идти о преобразовании O, символы P 
и R без напоминаний будут обозначать неподвижное и Bbl- 
четное пространства для o. Так же связаны P; и R; с дан- 
ным преобразованием o; из О, (У). Наконец, res о обозначает 
dim (< — ГИ. 

Для любого преобразования в = И,„(У) имеем oP =P, 


оК=Аи 
Вы P = ker (в — 1p), R= (в—1,)У, 


где ly обозначает тождественное отображение V на себя 


Если Х = U, (У), то Хо», ' имеет неподвижное пространство УР, 
а вычетное — ÈR. ` 


Определение. Подпространство W из У называется 
гиперболической плоскостью, если оно регулярно, двумерно 
и изотропно. Подпространство тогда и только тогда яв- 
ляется гиперболической плоскостью, когда оно имеет базу 
из изотропных векторов x, и, таких, что (x, у) = 1 ([3], стр. 38). 


Определение. Для подпространств U и W из Г, удо- 
влетворяющих условиям (И, М) =0, UNW =0, будем обо- 
значать прямую сумму ОФ через U L W. Пусть ОС — ком- 
мутант группы G, [а, b] =афа tb! — коммутатор элементов 
а, b из G. 

Грансвекция т— это элемент из SL,(V), действующий 
тождественно на точках некоторой гиперплоскости. Если 
tÆ ly, то (т —1,)У — прямая, называемая собственной npa- 
мой для т. Тождественное преобразование рассматривается 
как трансвекция, для которой каждая прямая является соб- 
ственной. Какие трансвекции т лежат в О, (У)? Если т=Е1у, 
ЕО, (У) и P — неподвижная гиперплоскость для T, то L= 
== (t —|1,) V = P*. Так как dett = 1, то L&P = L*, значит, 
L — изотропная прямая. Теперь для изотропного вектора а 
из V и элемента A&F определим отображение Ta, } по 
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правилу 
Ta, a(x) = +(x, а):а для всех ХЕГ. 


Вычисления показывают, что каждое Ta, ‚ — трансвекция, для 
которой прямая Fa собственная, причем Ta, = И, (ТУ) в том 
и только том случае, когда А--^“=0. Обратно, всякая 
трансвекция т из U,(V) с собственной прямой Fa имеет 
ВИД Ta, py ГДе À — подходящий элемент из F с нулевым сле- 
дом. Если Хе ОИ, (У), то 


$ И er 
ÈT, > — уд, ^ (Ta, a) aak Te 


Нетрудно доказать следующие предложения: 


1.2. Пусть Ta, ns To, ве О, (У). Тогда Ta, 1 = ть, „< a = ab 
и B= аа”А, для некоторого a €F. 


1.3. Произведение двух унитарных трансвекций является 
трансвекцией тогда и только тогда, когда собственные прямые 
этих трансвекций совпадают. 


1.4. Пусть Ta, , — трансвекция из Ч, (У), ве Ц, (У). Пре- 
образования O и Ta., перестановочны в том и только том 
случае, когда са = аа для некоторого а из F, удовлетворяю- 
щего условию аа” = 1. 


1.5. Две унитарные трачсвекции перестановочны, если и 
только если их собственные прямые ортогональны. 


Для любого т-мерного векторного пространства  обо- 
значим группу скалярных преобразований из СЁ„ (М) через 
RL„(W) или просто через ВЁ(Й). 


1.6. Пусть W — двумерное векторное пространство и в = 
= СГ, (№) — ВТ. (№). Тогда централизатор Су (0) элемента в 
в группе СЁ. (Й) абелев. 


Доказательство. Применить 2.6 из [6]. 


1.7. Пусть п>2 и преобразование в из Ч, (У) оставляет 
на месте все изотропные прямые из У. Тогда в = RL (V). 


Доказательство. Если dim V =2, то с оставляет на 
месте по крайней мере три прямых из И, откуда следует, 
что o € ВЁ(У). 

Если dimV > 2, то св оставляет на месте все гипер- 
болические плоскости, поскольку гиперболическая плоскость 
порождается изотропными векторами. Всякая анизотроп- 
ная прямая является пересечением двух гиперболических 
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плоскостей ([3], стр. 71), поэтому в оставляет на месте все 
прямые, что и требовалось доказать. 


1.8. Пусть п > 4 и преобразование » = 0, (У) таково, что 
У (Ра) == Fa для некоторой изотропной прямой Fa из V. 
Пусть Ta, p — нетривиальная трансвекция из Ч„(Т). Тогда È и 


=l 
Ta, д» Ta, —, Не перестановочны, если y (F) Æ 2. 


Доказательство. Предположим противное, тогда 
Tsa, rla, -a = Ta, бу, -^. Существует вектор х, ортогональный 
—] u 
вектору » а, но не ортогональный вектору а. Применяя K Хх 
обе части предыдущего равенства, получим 


— à (x, ада + А (x, Ха) Ха — 2° (а, Ха) (x, а) Ха = à (x, аа, 


откуда следует, что a €E F.a. Это противоречит условиям 
нашего предложения. 


Определение. Будем говорить, что подгруппа $ группы 
О, (У) имеет достаточно много трансвекций, если для любой 
изотропной прямой L из У найдется нетривиальная транс- 
векция из 5 с собственной прямой L. 

Определим проективную унитарную группу, обозначаемую 
РО, (У) или просто PU (V), как факторгруппу группы U (V) 
по ее центру, т. e. РО (У) = 0 (У)/ВЁ (У) ПО (У). Пусть 7 обо- 
значает естественное отображение группы U (V) на PU (V). 
Если А — подмножество из U (V), то А — образ А при ото- 
бражении ~. Назовем в из PU (V) проективной трансвекцией, 
если один из представителей смежного класса © в U (V) 
является трансвекцией. При п—>2 два различных предста- 
вителя класса б не могут быть трансвекциями, поэтому можно 
определить собственную прямую проективной трансвекции в 
как собственную прямую единственной трансвекции из смеж- 
ного класса о. 


Определение. Пусть @ — подгруппа группы PU (V). 
Будем говорить, что С имеет достаточно много (проективных) 
трансвекций, если для любой изотропной прямой L из V cy- 
ществует нетривиальная проективная трансвекция из G с соб- 
ственной прямой L. Положим 


А = {o E U (У) | € G}. 


Очевидно, что А — подгруппа группы U (V), имеющая доста- 
точно много трансвекций, и ВЁ (У) ПО(У) = А. Всюду в даль- 
нейшем С и А будут употребляться только в определенном 
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сейчас смысле. Если ASA или ASG, то C(A) обозначает 
Ca (A) или Сс(А) соответственно. 


Определение. Будем называть элемент группы U (V) 
квазисимметрией, если его вычетное пространство является 
анизотропной прямой или если он равен ly. Проективная 
квазисимметрия — это образ квазисимметрии при отображе- 
нии — группы U (V) на РО(У). Наконец, определим сдвиг 
(shearing) как элемент из U (V), действующий тождественно 
на некоторой гиперплоскости; проективные сдвиги из PU (V) 
определяются естественным образом. 


Определение. Пусть W — подпространство простран- 
ства У. Положим Е (М) ={соеЕд|Ю =}, где ВЮ — вычетное 
пространство для о. 


Определение. Пусть сое U (У) $Ё, (У). Будем roso- 
рить, что о — плоское вращение, если его вычетное простран- 
ство R — плоскость. Назовем O вполне вырожденным плоским 
вращением (соотв. гиперболическим вращением), если Ю — вполне 
вырожденная плоскость (соотв. гиперболическая плоскость). 


1.9. Пусть *(У)>3, Р — подпространство из У размер- 
ности >n — 2. Пусть P=radP LW. Тсгда W изотропно. 


Доказательство. Из условия следует, что n > 6. Так 
как rad P = P N P*, то апгааР<2. Но у(У) 3, поэтому 
rad P S&T, где T — некоторое трехмерное вполне вырожденное 
подпространство пространства И. Значит, T = Г" = (rad PY = 
= P 4+ P*. Принимая во внимание, что W S&S P + P*, и cpa- 
внивая размерности, получим W AT 0. Таким образом, W 
изотропно. 


1.10. Пусть v (V) >23, P — подпространство из У размер- 
ности >пр— 2. Всякая изотропная прямая из У, не принад- 
лежащая rad P, лежит в двух различных гиперболических nao- 
скостях из Р. 


Доказательство. См. (1) в [3], стр. 42. 


1.11. Пусть о, УеИ(У), причем в и È перестановочны. 
Допустим, что oly =a, a ВГ (У). Если 2 ат > п, TO 0 
и È} тоже перестановочны. 


Доказательство. Так как б и Х перестановочны, то 
с=В. Хо» ', где Ве ВГ(У). Выберем ненулевой вектор x 
из ИПУ(И). Из равенства о (x)= ВХох | (x) следует a = Ва, 
откуда В == ly. 
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$ 2. Результаты о двойных централизаторах 


2.1. Пусть подгруппа $ группы U, (V) имеет достаточно 
много трансвекций. Пусть с — преобразование из SN 5$Ё, (У) 
с неподвижным пространством P и вычетным пространством R, 
причем ЮЗЕР и с не инчволюция. Предположим, что nÈ? u 
dim R =2. Гогда Е (Ю) = СОС (в). 


Доказательство. Так как REP, то olg Æ lpg. Если 
с ре ЕЁ. (Ю), то ввиду того, что |1==ае а = deto |», полу- 
чаем о |р = — 1». Но с не инволюция. Таким образом, в [р = 
= СГ. (Ю) — ВЕ. (Ю). Ввиду 1.6 группа Ср(о|ь) абелева, где 
Ср (с |R) обозначает централизатор преобразования с |g в группе 
СГ, (Ю). Если o, Е DC (0), то в (В) =Юи 


1 в = DC (0) | в = DCR (0 lr) = 1. 


Значит, 0 р =1р и Ri =P, > R. Если в. е=Е(Ю), то RS 
= RS Ri. В силу 1.5 из [6] о: и в. перестановочны, т. e. 
Е (ЮР) = СОС (6). 


2.2. Пусть у(У)>3 и преобразование с Е А таково, что 
dim RK 2. Тогда СОС (6) = E (R). 


Доказательство. Из условия следует, что n >ô. 
Возьмем изотропную прямую L = Ра из P, не лежащую srad P. 
В силу 1.10 в Р найдутся две различные гиперболические 
плоскости Fa- Fb и Ра-+ Fc, где b и с- изотропные Bek- 
торы. Пусть Ta, Tp, т; — нетривиальные трансвекции из А 
с собственными прямыми Ра, Fb, Ес соответственно, {== [t4, Ta] 
и g = |Ta, Te]. Вычетными пространствами для f H © являются 
Ра - Fb и Fa - Ес соответственно. Так как o оставляет а, b 


и с на месте, то ри g принадлежат DC (o), откуда f, в = 
€ DC (о) = DC (6). _ 

Если X = СОС (6), то È из f перестановочны. Так как п > 6, 
то, согласно 1.11, È и f тоже перестановочны. Следовательно, 
вычетное пространство преобразования f У-инвариантно. То же 
верно и для вычетного пространства преобразования g, NO- 
этому »-инвариантно и пересечение этих вычетных Mpo- 
странств — прямая Ра. Таким образом » оставляет на месте 
все изотропные прямые пространства P, не лежащие в rad P. 
Допустим, что rad P ==0, Р=гааР LW и прямая К npa- 
надлежит rad P, Согласно 1.9, подпространство W изотропно 
и регулярно. Пусть [» — изотропная прямая из W. Все npa- 
мые из КФ изотропны и, за исключением К, не лежат 
в rad P. По предыдущему преобразование » оставляет на месте 
все прямые из К @ Lo, кроме, быть может, прямой К. Отсюда 
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ные прямые пространства Р. 
Поскольку W изотропно и регулярно, то ввиду 1.7 


È ly =A, где ле RL(V)NU (V). 


Заметим, что È| ap =A. В этом нетрудно убедиться, рассма- 
тривая действие Х на K Lo. Следовательно, о [р =À. lp, 
ZEA. E(R) и D&A. E(R)=E(R), что и утверждалось. 


2.3. Пусть У(У) >23, o&4. Если o— трансвекция или 
вполне вырожденное плоское вращение, или квазисимметрия, 
то группа CDC (6) абелева. Если o — гиперболическое враще- 
ние и 0? Æ ly, то группа СОС (6) неабелева. 


Доказательство. Если с — трансвекция, вполне Bhl- 
рожденное плоское вращение или квазисимметрия, то из 2.2 
следует, что CDC (6) = Е (Ю). Так как либо dim Ю =1, либо 
R — вполне вырожденная плоскость, то в силу 1.4 из [6] 
группа Е (Ю) абелева. 

Пусть с — гиперболическое вращение, причем 0” = ly. 
Согласно 2.1, Е(К)=СОС (в), откуда Е Е(Ю)=СрОС(о)=СроС (0), 
поскольку, ввиду 1.11, С (o) =C (6). Так как R — гиперболи- 
ческая плоскость, а G содержит достаточно много трансвекций, 
то нетрудно найти две неперестановочные трансвекции, при- 


надлежащие Е (Ю). 
$ 3. Применение к теории автоморфизмов 


Допустим, что А — изоморфизм группы @ в группу 
PU (V), отображающий всякую проективную трансвекцию из G 
в проективную трансвекцию с той же самой собственной прямой. 
Тогда A тождествен на G. 


Доказательство. Пусть L — изотропная прямая npo- 
странства И, T — нетривиальная проективная трансвекция из G 
с собственной прямой L. Пусть в — произвольный элемент 
группы G и ō =Лб, q =A47, f= oto, g= 0m 0.1. Тогда 
Л} — проективная трансвекция с собственной прямой oL, 
а 2 — проективная трансвекция с собственной прямой oL. 


Так как Af = ğ, то ojo! оставляет на месте все изотропные 
прямые из И, а потому, согласно 1.7, в = A0, где А Е RL (И) N 


ПО(У). Значит, б = Ao, = Aō для всех дб из G. 
Определение. Пусть & — полулинейный изоморфизм 


пространства У на себя. Будем называть g унитарным полу- 
линейным изоморфизмом, если существует элемент A E F, 
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такой, что (gx, су) =^(х, y) для всех x, у из V, где u— 
автоморфизм поля F, связанный с g. 

Данный унитарный полулинейный изоморфизм & простран- 
ства V на себя пот отображение A: Ч, (У) >И, (У) 


по правилу Л, (0) = gog’ ‚для всех о = U, (V). Аналогично 
определяется отображение Л: РИ, (У)>РИ, (У) по правилу 
Å, (6) = A; (0) для всех ö = PU, (V). Легко видеть, что Л, 
H A — автоморфизмы групп Ч, (У) и РО, (У) соответственно. 


3.2. Пусть в — полулинейный изоморфизм пространства V 
на себя и п>2. Преобразование g тогда и только тогда 
является унитарным полуличейным изоморфизмом, когда из 


(x, у) =0 следует (вх, ву) =0. 
Доказательство см. в [3], стр. 18. 


Замечание. В оставшейся части $ 3 предполагается, 
что % (F) == 2. 


3.3. Пусть А — автоморфизм группы G, в-— сдвиг из 
группы А с вычетной прямой L. Предположим, что v (V) 3 
Тогда Аб является проективной трансвекцией или проективной 
квазисимметрией. 


Доказательство. Можно считать, что б Æ ly. Io- 


ложим »=Ло. В силу 1.7 существует изотропная прямая Ра 
из И, такая, что ÈFa =Æ Ра. Пусть Ta, p — нетривиальная транс- 
векция из А с собственной прямой Ра. Полагая T = Ta, ли 


используя 1.8, получим, что È H ТУ (Т ' не перестановочны. 
Принимая во внимание размерности, видим, что равенство 
$ T] =T T'E, а= ВЕКИ), ненозможио. Положим Л» ==Т, 

= |X, T], f= [с, t]. Так как È и ТУ Т ' не перестановочны, 
2 o H to't! тоже He перестановочны, откуда LÆ tL, 
(L, tL) 0 и L+ rL — вычетное пространство для f. Ipe- 
образование Й является произведением двух трансвекций 
mar, которые имеют разные собственные прямые 
УРа и Fa. Значит, В — плоское вращение с вычетным про- 
странством R= УРа + Ра. Поскольку вектор а изотропен, то 
плоскость R или гиперболична, или вполне вырождена. По- 
кажем, что справедливо первое. 


Из формул ITE =, TES a следует, что пло- 
скость R инвариантна относительно XTE! и T`! Преобразо- 
вания BTE ' и T`! индуцируют ва R одновременно либо lp, 


либо нетривиальные трансвекции с разными собственными 
прямыми (в зависимости от соотношений (а, Ха) =0 или 
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(а, Ха) Æ 0). В каждом случае Alp = [È, T] IR == — lR, так как 
Хх (Е) == 2. В силу 1.7 из [6] k? ly и, конечно, k? Æ у. ly 


при у == 1. Таким образом, h не является инволюцией, а по- 


скольку Л}=й, то и {— не инволюция. Так как f удовле- 
творяет условию утверждения 2.1, то Е(Ё- т[.) = СОС (f). 
Поэтому 


Е(Ё- =) = СОС { = СОС (р =СрСс ($, 


если иметь в виду, что С (р) =С(® (см. 1.11). Но 6, х6-м— 
принадлежат Ё (Г, + tL) и не перестановочны, поэтому группа 


CDC (f) неабелева, а тогда и группа CDC (h) неабелева. 
Если бы плоскость Ю была вполне вырожденной, то из 2.3 


следовала бы абелевость группы CDC (h). Значит, R — гипер- 
болическая плоскость. 
Наконец, покажем, что Лб — проективный сдвиг. По- 


скольку б = СОС (Т, то Aō = СОС (ЛР = CDC (h). силу 2.2 
Х = Аб = СОС (h) S E (R), 


и можно считать, что вычетное пространство для » содер- 
жится в R. Допустим, что вычетное пространство для È Co- 
впадает с R и У|› — скалярное преобразование. Так как 
СОС (h) = Е(Ю), то È централизует CDC (h), а это противо- 
речит тому, что б Æ CCDE (f). Допустим теперь, что вычетное 
пространство преобразования Х совпадает с R и У [р не ска- 
лярно. Тогда из доказательства утверждения 2.1 следует, что 
Е (Ю) = СОС (>), а это противоречит абелевости группы CDC (6). 
Таким образом, вычетное пространство для » является пря- 
мой. Предложение доказано. 


Итак, предложение 3.3 утверждает, что произвольный авто- 
морфизм Л группы G (при сделанных предположениях) OTO- 
бражает проективные сдвиги в проективные сдвиги. Оставим 
предположения из 3.3 в силе до конца $ 3 и покажем, что 
в действительности ЛА отображает проективные трансвекции 
в проективные трансвекции. Отметим, что если O; и в. — He- 
тождественные сдвиги с вычетными пространствами L; и Lo, 
ТО 01065 = 020; В ТОМ H только том случае, когда L= L) или 
(Li, 12) =0. Поэтому, если б = G — нетривиальный сдвиг с вы- 


четной прямой L, то СС (6) =Е (L). 
Определение. Для подпространства W пространства V 


обозначим через $ (Я) множество всех проективных сдвигов 
из G, вычетные прямые которых содержатся в W. Если X = С, 
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то С’(Х) обозначает множество всех проективных сдвигов 
из G, перестановочных с любым элементом из X. 


Лемма 1. Пусть 6, и 6. — нетривиальные перестановочные 
сдвиги из G с различными вычетными прямыми [4 и L. Тогде 


С’С” (õi, 62) = S (Li + Lo), 
C'C’ (61, 62) = S (Li + Lo), 


если бу U с. — трансвекции. 


причем 


Доказательство. Очевидно, 
С’ (б', 62) = $ (Г! =j [5)") US(L)US (Lə), 


поэтому С’С” (õi, 62) = S (L, + L). Если o; и в. — трансвекции, 
то С’ (ви, в.) =S ((Ё[ + L), откуда $ (Li + La) =C'C (61, 6%). 


Лемма 2. Пусть справедливы предположения из 3.3. 
Если в, является проективной трансвекцией из G, то Аб — 
тоже проективная трансвекция. 


Доказательство. Если поле Ё имеет характеристику 
р>0, то каждая неединичная трансвекция имеет порядок р, 
тогда как порядок любой квазисимметрии не равен р. Значит, 
можно предполагать, что xF) =Q. 


Будем считать, что 6, = 1. Пусть L; — собственная прямая 
проективной трансвекции Oj. Выберем такую изотропную пря- 
мую L из И, что (La [1) Æ0 и L Li, а затем возьмем 
в С нетривиальную проективную трансвекцию б. с собствен- 
ной прямой Lo. Пусть Li и [2 — вычетные прямые сдвигов AG) 
и Лоб. соответственно. 

Так как вполне вырожденная плоскость Lı + Lo содержит 
бесконечное число различных попарно ортогональных изо- 
тропных прямых, то подпространство $ (L, + La) = С’С” (61, в.) 
содержит бесконечно много различных попарно перестановоч- 
ных проективных трасвекций с попарно различными двойными 
централизаторами. Следовательно, С’С’ (Aō, Лб.) содержит 
бесконечное число различных проективных сдвигов с анало- 
гичными свойствами. Поскольку C'C’ (Aō, Ло.) = $ (М + L3), 
то плоскость Li- [> содержит бесконечно много различных 
попарно ортогональных прямых. Значит, плоскость Li+ L; 
вполне вырожденна, а A, — проективная трансвекция. Лемма 
доказана. 


Итак, в предположениях из 3.3 автоморфизм Л группы G 
переводит проективные трансвекции снова в проективные 
трансвекции. 
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Для изотропной прямой L обозначим через T (L) группу 
всех проективных трансвекций из G с собственной прямой L. 


Согласно 1.3, T (L) — максимальная группа проективных транс- 
векций из G и каждая максимальная группа проективных 
трансвекций из G совпадает с группой Т([) при подходящей 
изотропной прямой L. Пусть A — автоморфизм группы G. 
В силу леммы 2 AT (L) — максимальная группа проективных 
трансвекций из G, а потому существует единственная изотроп- 
ная прямая L’, такая, что AT (Г) =Т (Г’). Легко видеть, что 
отображение L> L’ является биекцией на множестве H30- 
тропных прямых пространства V. Так как перестановочность 
двух проективных трансвекций равносильна ортогональности 
их собственных прямых, то (Lı, [2) =0 в том и только том 
случае, когда (Li, Ls) =0 для любых двух изотропных пря- 
мых Lı и L. Ясно также, что обратная биекция L'i L инду- 
цируется автоморфизмом A`! группы G. 

Пусть теперь Li, La — различные ортогональные изотроп- 
ные прямые, а Ti, т, — нетривиальные проективные трансвек- 
ции из G с собственными прямыми L; и L} соответственно. 
Выше было доказано, что С”С’ (Ti, To) совпадает с множеством 
всех проективных трансвекций из G, собственные прямые KO- 
торых принадлежат вполне вырожденной плоскости L, -+ Lo. 
Отсюда и из сохранения автоморфизмом Л проективных транс- 
векций следует, что если Lac Li+ Lo то Lc Li+ Ls и 

1 + 72 — вполне вырожденное подпространство из V. 


3.4. Предположим, что Li, Lo, ..., L, — конечное множе- 
ство попарно ортогональных изотропных проективных прямых. 
Гогда 


Ш =12- ... +LSƏL SLi ... HL. 
Доказательство. Будем доказывать одну импликацию: 
Ш=[2-+... +5 ЕШЬ... +L 


(другая получается аналогично, если использовать AN Выше 
было замечено, что утверждение справедливо при r= 3; если 
r= l или 2, то оно тривиально. Пусть теперь г Æ 4, восполь- 
зуемся индукцией по г. При Lı =L, утверждение очевидно. 
Предположим, что L, =Æ [,, тогда [ = K + L,, где К — npa- 


мая из La + ... + [,—. Прямая К изотропна и ортогональна 
прямым Lo, ..., С;—. По индуктивному предположению К’ = 
=] -+ ... + L-1, а ввиду справедливости утверждения при 


r=3 получаем, что Li S&K + Li. Значит, М <= К” +L = 
= Li+ ... + Lr, что и требовалось доказать. 
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Из предложения 3.4 следует, что биекция [, --> L’ на MHO- 
жестве изотропных прямых, индуцированная автоморфизмом А, 
отображает любое конечное множество независимых попарно 
ортогональных изотропных прямых на такое же множество. 
Пусть W — некоторое и-мерное вполне вырожденное подпро- 
странство пространства У. Выберем некоторую базу Xj, ..., Xm 
этого подпространства и обозначим через W’ т-мерное (вполне 
вырожденное) подпространство из V, порожденное независи- 
мыми прямыми (Рх|)’,..., (ЕРхт. Принимая во внимание 3.4, 
легко убедиться, что №” не зависит от выбора базы простран- 
ства W. Следовательно, автоморфизм Л индуцирует отобра- 
жение W > W’ на множестве вполне вырожденных подпро- 
странств из И, причем оно сохраняет размерности и является 
биекцией. Очевидно, обратное отображение индуцировано 


автоморфизмом A`! группы G. 

Таким образом, биекция W —> W’ вполне вырожденных 
подпространств, индуцированная автоморфизмом Л, удовле- 
творяет предположениям теоремы на стр. 132 из [3]. При- 
меняя эту теорему, заключаем, что существует унитарный 
полулинейный изоморфизм g пространства У на себя, такой, 
что gW =’ для всех вполне вырожденных подпространств W 
размерности (И) — 1, принадлежащих V. 

Пусть L — произвольная изотропная прямая из V. Выбе- 
рем максимальное вполне вырожденное подпространство W 


из V, содержащее L. Тогда Е=|] Wa где {Wu} — семейство 


(eA 
всех подпространств из W размерности v (V)— 1, содержа- 
щих L. Отсюда gL = 9. =|| W1 =L. Значит, gL =L 


Q (0A 
для всех изотропных прямых L из V. Мы видим, что H30- 


морфизм Л; °Л группы G в РО, (У) удовлетворяет пред- 
положениям из 3.1. Значит, Л = Ap, и доказана 


3.5. Теорема. Допустим, что подгруппа G группы РИ, (V) 
имеет достаточно много проективных трансвекций, v(V) > 3, 
Х(Ё) ==2. Пусть А — автоморфизм группы G. Тогда суще- 
ствует такой унитарный полулинейный изоморфизм g npo- 


странства У на себя, что A =Alle 


3.5а. Следствие. Пусть %(У) > 3, y(F)Æ2 и $ — под- 
группа группы U, (V), имеющая достаточно много трансвек- 
ций. Пусть A — автоморфизм группы S. Тогда существуют 
гомоморфизм y группы S в центр группы U, (V) и унитарный 
полулинейный изоморфизм g пространства У на себя, такце, 
что Ao =y% (0): gog™! для всех o из $. 
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Доказательство. Автоморфизм Л индуцирует авто- 
морфизм А группы $ по правилу A (5) =Л (6) для всех o 
из 5. По теореме 3.5 АА, т. e Ле =А А, (0) для всех ов 
из S. Отсюда Ле =y (0): A, (о), где sia Е пре- 
образование из @, (У). Так как Л — автоморфизм, то X% 
является гомоморфизмом. Следствие доказано. 


$ 4. Автоморфизмы унитарных конгруэнц-групп 


Пусть 0 — область целостности произвольной характери- 
стики, а отображение a> q, ае о, — нетривиальный авто- 
морфизм порядка 2 кольца 9. Пусть F — поле частных для 9. 
Автоморфизм * естественным образом продолжается до авто- 
морфизма поля F, который мы снова обозначим *. 

Пусть V есть п-мерное векторное пространство над F, 
(x, Y) — невырожденная эрмитова форма на V со значениями 
в F. Пусть Е — неподвижное поле автоморфизма “. 

4.1. Пусть а и В — дробные идеалы области целостно- 
сти 5. Тогда в поле Е найдется такой ненулевой элемент A 
с нулевым следом, что № = В. 


Доказательство. Достаточно доказать это в пред- 
положении, что а=о, bS o. Пусть В — ненулевой элемент 
из b. Так как 0’==0, то BB*& b. Ясно, что в о существует 
ненулевой элемент É с нулевым следом. В качестве иско- 
мого À можно взять ВВ“. 


Определение. 5-модуль М называется ограниченным, 
если существует 9-линейный изоморфизм модуля М в Heko- 
торый свободный 9-модуль конечной размерности. 


Пусть М — ограниченный 0-модуль, содержащийся в V 
и такой, что FM = У, где FM == {axla E&F, xE M}. 

Для произвольного вектора a & V определим его коэф- 
фициент ĉa как множество всех qa & F, таких, что аа E M. 
Очевидно, ĉa — дробный идеал кольца 0. Если о — ненулевой 
линейный функционал на И, то о (М) — дробный идеал кольца 5. 

Определим три унитарные группы TL, (М), U} (М), Ч, (М) 
следующим образом: 


U, (М) = {= И, (V)loM =M}, И» (М) = И» (М) П SL, (У), 
ТГ, (М) — группа, порожденная всеми трансвекциями из U, (М). 


Пусть а — ненулевой идеал кольца 9. Положим 
t- M= [2 ox; |; E a, GM 
i 
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и определим унитарные конгруэнц-группы 
0, (М; в) = {0 = 0, (М) (в — ly) М=а. М}, 
U; (М; а) =, (М; a) N SL, (У), 


ТГ. (М; а) — группа, порожденная всеми трансвекциями 
из 0, (М; a). 

Ясно, что TL, (М; а) = И! (М; a) = U, (М; a) — нормальные 
подгруппы группы И, (М), ТЕ. (М; в) =ТЕ, (М), U} (М; 5) = 
=U, (М), И, (М; ) = Ч, (М). 

Проективные унитарные конгруэнц-группы 


РТГ., (М; a), PU; (М; а), РИ,(М; а) 


определяются как образы групп ТЁ, (М; а), И; (М; а), И, (М: а) 
соответственно при отображении ~ группы @,„ (И) на ее þak- 
торгруппу по центру. 

Если Ta, Е Ч, (И), то легко видеть, что 


А (М, а) = ta а=> А (M, aja Sa. M> Ta, ЕТЁ, (М; 0). 


4.2. При п>2 группа TL,(M; а) имеет достаточно много 
трансвекций. 


Доказательство. Пусть L = Ра — изотропная прямая 
пространства У. Отображение x —> (x, а), x S V, — ненулевой 
линейный функционал на Г, поэтому (М, а) — дробный идеал 
кольца 9. Используя 4.1, выберем в F ненулевой элемент À 
с нулевым следом, такой, что А (М, а) = са `а. Поскольку 
след À равен нулю, то т, ле Un (И). Сделанные выше заме- 
чания показывают, что Ta, } E TL, (М; а). 


4.3. Пусть v (V) 23, y(F)Æ2, @ — одна из групп 
РО, (М; a), PU; (М; а), PTL, (М; a). 


Для всякого автоморфизма Л группы G существует такой 
унитарный полуличейный изоморфизм g пространства У на 
себя, что А = Л. | в. 

Доказательство. Из 4.2 следует, что С имеет до- 


статочно много проективных трансвекций. Применив тео- 
рему 3.5, получим требуемое. 


4.4. Теорема, Пусть (Г) 23, Х(Ё) == 2 и $ — одна из 
унитарных конгруэнц-групп 


О, (М; я), И (М; 9, TL,(M; 9). 
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Пусть А — автоморфизм группы S. Тогда существуют гомо- 
морфизм Хх группы S в ВЕ(У) ПО, (У) и унитарный полули- 
нейный изоморфизм g пространства У на себя, такие, что 
Ao =x% (с). Л, (0) для всех o ES. 


Доказательство. Применить 3.5а и 4.2. 
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АБСТРАКТНЫЕ ГОМОМОРФИЗМЫ И АВТОМОРФИЗМЫ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ И АРИФМЕТИЧЕСКИХ ГРУПП ') 


Ж. Титс 


1. В 1928 г. Шрайер и ван дер Варден описали все авто- 
морфизмы проективной специальной (или, иначе, унимоду- 
лярной) группы Р$Г,(К) над полем К и показали, что из 
изоморфизма Р$Г, (К) РЗГ,.(К”) вытекают соотношения 
n=n, К>К’ за исключением двух случаев: Р$Г. (Р.) > 
~ PSL, (Г-) и РЗГ. (Р`) œ PSL, (Fə). В дальнейшем изучению 
автоморфизмов классических групп и изоморфизмов между 
классическими группами „различного происхождения“ были 
посвящены многочисленные работы (Дьёдонне и других). 
Состояние вопроса на 1963 г. изложено в четвертой главе 
книги [8]. С тех пор был достигнут новый прогресс и поле 
исследований расширилось, особенно за счет рассмотрения 
более общих основных колец (вместо тел), перехода от клас- 
сических групп к простым алгебраическим группам (и поиска 
общих доказательств, не опирающихся на классификацию), 
а также за счет изучения гомоморфизмов, не обязательно 
сюръективных. Цель настоящего доклада — изложить основ- 
ные результаты, полученные в этих направлениях. 


2. Указанные проблемы уместно рассматривать в свете 
одного результата Фройденталя, установившего в 1941 г. 
[11], что топология абсолютно простой (т. е. простой, у ко- 
торой алгебра Ли остается простой при тензорном умножении 
на С) группы Ли полностью определяется ее строением как 
абстрактной группы (для компактного случая см. также 65, 29]). 
Аналогичный вопрос, естественно возникающий в случае 
алгебраической группы ©, — скажем, над полем К — состоит 
в том, чтобы выяснить, хранит ли в себе группа ©(К) 
точек группы ©, рациональных над К, информацию о поле К 
и о структуре алгебраического множества © или, говоря 
точнее, всякий ли изоморфизм (иногда подчиненный опреде- 
ленным условиям) а: ®(К)-—> ©’ (K^) группы ®(К) на группу 
той же природы индуцируется некоторым изоморфизмом 


1) Г. Tits, Homomorphismes et automorphismes „abstraits“ de groupes 
algébriques et arithmétiques, Actes Congrès intern. Math., 1970, Tome 2, 
Paris, 1971, 349—355. 


Абстрактные гомоморфизмы и автоморфизмы 219 


полей о: K—> K’ и некоторым К-изоморфизмом алгебраиче- 
ских групп ©-— ©’, если К” отождествить с К при помощи o. 


3. Уточним и обобщим последнее высказывание. Пусть К, 
K’ — два поля, к® (соотв. к/©®’) — групповая схема над К 
(соотв. K^) и H (соотв. Н”) — подгруппа из к®(К) (соотв. 

/ / Y / 
K'O’ (K). Для произвольного гомоморфизма полей о: К > К 


‘обозначим через к® групповую схему над K’, получаемую 
из к® заменой поля с помощью о, а через о, — канонический 


гомоморфизм к® (К)-> к® (К’). Допуская некоторую вольность 
речи, будем говорить, что гомоморфизм а: H —> H’ является 
полуалгебраическим, если существуют такой гомоморфизм в 


и такой К’-гомоморфизм $: KO -> к.®’, что 
а=ф(К”) об, lg (1) 


(разумеется, это понятие зависит от заданных К, К”, к®, к.®’ 
и вложений H C gË (К) и H’ c gO (K^). Основное содержа- 
ние почти всех результатов, составляющих предмет данного 
доклада, укладывается в следующую схему: рассматриваются 
определенные типы полупростых групповых схем (см. в связи 
с этим п. 11) и определенные типы подгрупп H, Н’ и уста- 
навливается, что для всякого абстрактного гомоморфизма 
В: H — H’ (иногда при некоторых дополнительных ограни- 
чениях) 


(*) существуют единственный полуалегеб раический гомомор- 
физм а: H —> H’ и единственный гомоморфизм y группы H 
в центр группы H’, такие, что В (h) = а (h) . y (h) для всех hE H. 


Это утверждение — если оно верно — еще не дает полного 
решения проблемы описания гомоморфизмов В, так как нужно 
еще определить для каждого o: К —> К’ алгебраические romo- 


морфизмы $: KÖ —> к.®’ и выделить из них те, для которых 
гомоморфизм а, определенный формулой (1), отображает H 
в Н’. Указанные вопросы, не всегда легкие, решены удо- 
влетворительно в большинстве случаев, когда можно устано- 
вить (+). Однако мы оставим в стороне как этот, так и 
некоторые другие аспекты — например, вопрос об уточнениях, 
которые можно сделать относительно «и %, если предполо- 
жить, что В — изоморфизм, или вопрос о том, в какой мере q 
определяет с и ф. По поводу последнего заметим только, что 
если К’ — совершенное поле характеристики р Æ 0, то а не 
изменится, если заменить O и ф соответственно на о’: x —> 
1 


> o (x)P и фоЕг, где Fr: «®->к® обозначает морфизм 
Фробениуса. | 
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4. В работах, обсуждаемых в пп. 5—7, фигурируют 
основные кольца: задаются области целостности R, R’ c no- 
лями частных К, К’ и групповые схемы ©, ©’ над R, КЮ’, 
которые превращаются в к®, к’/®’ расширением поля cka- 
ляров, и предполагается, что H < ® (Ю), H’ cœ O (R) (исклю- 
чая, однако, ситуацию в 7.1). Будем говорить, что гомомор- 
физм о: H—> H является полуцелым, если существуют 
o: R= Ю'’иф: °© ©’, такие, что выполняется (1). В ряде 
случаев — например, в п. 6 (ср. [13, 14]) ив 7.2 (ср. [2], 
теорема 4.3) — можно уточнить утверждение (+), заменив 
„полуалгебраический“ на „полуцелый“. 


Произвольные области целостности 


5. Пусть В = А” — произвольная область целостности. 
Пусть © = ©’ — общая линейная группа (групповая схема) 
СГили специальная линейная группа SL свободного Ю-модуля 
конечного ранга 2—3, или симплектическая группа Sp сво- 
бодного модуля конечного четного ранга >4 со стандартной 
знакопеременной формой, и пусть H = H’ — либо сама 
группа © (Ю), либо ее подгруппа TO (R), порожденная транс- 
векциями. Тогда [13, 14, 17] каждый автоморфизм В группы Н 
обладает свойством (*). 

Автор информирован о том, что О’Мира и его ученики 
обобщили этот результат в различных направлениях: перешли 
от свободных модулей к произвольным ограниченным моду- 
лям, т. е. подмодулям свободных модулей конечного типа 
(по поводу групп СЁ и SL над дедекиндовыми областями 
см. также [13]), распространили результат на другие груп- 
повые схемы © (PGL, PSL, PSp) и на конгруэнц-подгруппы H 
(для случая дедекиндовых областей см. также [18] ), исследо- 
вали для некоторых типов групп изоморфизмы (вместо авто- 
морфизмов). 


Локальные кольца и арифметические кольца 


6. Пусть Ю — область целостности характеристики Æ 2, 
К — ее поле частных. Предположим, что выполняется одно 
из следующих условий: 

(G) К — глобальное поле (конечное расширение поля Q 
или поля Fat), S — конечное множество плейсов поля K, 
содержащее все архимедовы плейсы, R — пересечение колец 
нормирования плейсов, не принадлежащих S; 

(L) R — локальное кольцо. 

Пусть М — ограниченный (см. п. 5) Ю-модуль ранга п 27, 
n8, снабженный невырожденной квадратичной формой Q, 


Абстрактные гомоморфизмы и автоморфизмы 221 


т. е. сужением невырожденной квадратичной формы на век- 
торном пространстве М ® К. Пусть © — ортогональная группа 
О (М, 0) ) и H — подгруппа из © (Ю), содержащая —1 и He- 
которую конгруэнц-группу (группу элементов из © (R), срав- 
нимых с | по модулю заданного ненулевого идеала из R). 
Основной результат работы [16] гласит: 


при некоторых дополнительных предположениях (заведомо 
выполняющихся, например, в случаях (G) и (Т.)), если 
К — поле алгебраических чисел, не являющееся вполне веще- 
ственным, то всякий автоморфизм В группы H обладает свой- 
ством (*). 


7. В этом пункте излагаются некоторые результаты ра- 
боты [2]. Пусть К = К” — конечное алгебраическое расширение 
поля Q; S, R имеют то же значение, что и в п. 6 (G), 
R' =R, ©, ©’ — связные полупростые групповые В-схемы, 
почти простые над К, и r обозначает К-ранг группы ®. 
В 7.1 и 7.2 предполагается, что © односвязна или ©” — npu- 
соединенная группа. 


7.1. Пусть K=Q, R=Z n ®(7) = Н=<® (0). Тогда при 
г>2 всякий гомоморфизм В: H —> H’ = ©’ (©), для которого 
В (© (7)) плотно по Зарисскому в ©’, обладает свойством (*). 


| 7.2. Пусть © =6©’ — схема Шевалле. Предположим, что 

г>2 или сага 22. Тогда всякий автоморфизм В группы 
H = © (R) обладает свойством (*). (Теорема 4.3 из [2] дает 
более точное описание этих автоморфизмов.) 


7.3. Пусть R =Z, К =Q. Если алгебра Ли группы © (КЮ) 
не имеет фактора, изоморфного 8(2, К), то группа 
Aut © (Z)/Int © (Z) конечна. (См. теорему 1.5 (ii) в [2] — впрочем, 
несколько более общую.) 


Поля 


8. Пусть К — поле характеристики 522, не изоморфное Г-, 
У — векторное пространство над К размерности n > 7, п=28, 
снабженное невырожденной квадратичной формой Q, © — орто- 
гональная группа О (0) u H c © (К) — подгруппа, являющаяся 


либо ядром спинорной нормы (в О* (Q, К)), либо коммутан- 
том группы © (К). Тогда [15] всякий автоморфизм В группы H 


1) В случае (L) © — не обязательно групповая схема, но во всяком 
случае К-функторная группа в смысле [9]. 
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обладает свойством (+). (По поводу других, более старых 
результатов о классических группах и, в частности, об орто- 
гональных группах © (К) см. [8].) 


9. В этом пункте К и К”’— поля, © (соотв. ©”) — абсо- 
лютно почти простая алгебраическая группа, определенная 


над К (соотв. К’), С’ — подгруппа из ®(К), порожденная 
подгруппами вида % (К), где Ac O К-изоморфна аддитивной 


группе, и H — подгруппа из ®(К), содержащая С". Предпо- 
ложим, что © односвязна или ©” — присоединенная группа. 


9.1. Всякий гомоморфизм В: H —> ©’ (К°), такой, что B(G*) 
плотно по: Зарисскому в ©’, обладает свойством (*) [3, 4]. 
Заметим, что из существования В следует, что К бесконечно, 


а группа © изотропна над К (@*=2={1}); в частности, этот 
результат не дает ни результатов Картана [5] и ван дер 
Вардена [29] о компактных группах (см. п. 2), ни результа- 
тов 0б ортогональных и унитарных группах (см., например, 
п. 8), когда рассматриваемые квадратичные и эрмитовы формы 
анизотропны. | i 


9.2. Предположим, что поля K и К’ конечны, HO He H30- 
морфны F, и F}, а гомоморфизм В: Н-> © (К’) таков, что В(Н) 
содержит коммутант группы ©’ (K). Тогда В обладает свой- 
ством (x) или же К, К’ изоморфны соответственно полям Га, 
F; а ©, ©’ имеют тип А, (изоморфны группам SL, или PSL). 
Это непосредственно следует из результатов работ [1] (над- 
лежащим образом дополненных, CM., например, [27], 4.5) 
и [24]. Если допустить к рассмотрению поля F, и Рз, то 
добавляются еще некоторые хорошо известные исключения 
(см., например, [1] или [27], таблица 4). 


Дополнение: обобщение основной теоремы 
проективной геометрии 


10. Для i=1, 2 пусть К; обозначает поле, ©, — алгеб- 
раическую абсолютно простую присоединенную группу, опре- 
деленную над К; и имеющую К;-ранг =œ 2, P; — множество 
параболических К;-подгрупп группы ©,, упорядоченное по 
включению. Тогда ([28], теорема 5.8) для каждого изо- 
морфизма упорядоченных множеств п: Ру ->Р. существуют 
изоморфизм o: К, —>К. и изогения ọ: °G, —> ©., индуцирую- 
щие п; изогения ф является изоморфизмом, за исключением, 
быть может, случая, когда К — совершенное поле характери- 
стики 2, а ©, имеет тип Bp, С, или Е. или же когда 
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К — совершенное поле характеристики 3, а ©; имеет тип Go. 
Этот результат обобщает также одну хорошо известную 
теорему Чжоу (см. [8], гл. Ш, $ 4). 


Не полупростые группы: примеры 


11. Все алгебраические группы, рассматриваемые выше, 
предполагались полупростыми. Проиллюстрируем примерами 
некоторые явления, происходящие при отказе от этого пред- 
положения. Как и в п. 9, © (соотв. ©’) обозначает алгебраи- 
ческую группу, определенную над полем К (соотв. К’). 


11.1. Пусть К =K'=R и © = 6” — аддитивная группа. 
Группа © (К) (являющаяся векторным пространством размер- 


N 
ности 2% над Q) обладает 2% эндоморфизмами. Из них 
только эндоморфизмы вида х->ах, аеК, полуалгебраи- 
ческие. 


11.2. Пусть © (соотв. ©’) — группа над К (соотв. K’), 
равная полупрямому произведению мультипликативной группы 
на аддитивную группу с обычным действием первой на 
второй (группа аффинных преобразований x> ах + b). Легко 
видеть, что всякий инъективный гомоморфизм группы © (К) 
в ©’(К^) полуалгебраичен. 


11.3. Пусть K=K и ®= 0’ = СГ, . М, — полупрямое 
произведение группы GL, на (алгебраическую) аддитивную 
группу M, квадратных матриц порядка n, на которой GL, 
действует сопряжениями. Тогда в обычных обозначениях 
© (К) = GL, (К)-М, (К). Пусть 4 — дифференцирование поля К. 
Легко проверить, что отображение В: ©(K)—> © (К), опреде- 
ляемое формулой 


P(x, у) = (x, х ‘ах + y), 


есть гомоморфизм, который обладает свойством (*) только 
при 4=0. Заметим, что если К =К и 4520, то сужение В 
на подгруппу СГ, (К) является „разрывным сечением Леви“ 
группы Ли © (К). 
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ЛИНЕЙНЫЕ ГРУППЫ НАД КОЛЬЦОМ ') 


Янь Ши-цзянь 


$ 1. Введение 


Строение линейных групп над полем и их автоморфизмы 
хорошо изучены (см. [1, 2]). Автоморфизмы линейных групп 
над кольцом целых чисел исследовали Хуа Ло-ген и Рай- 
нер [3]. Автоморфизмы общих линейных групп над некомму- 
тативной областью главных идеалов описали Вань Чже-сянь [4] 
и Лэндин и Райнер [5]. Кроме того, в [4] исследованы авто- 
морфизмы специальных линейных групп над некоммутативным 
евклидовым кольцом. В настоящей работе изучаются авто- 
морфизмы и строение линейных групп над произвольным 
кольцом. 

Пусть А — кольцо. Специальная линейная группа SL,(R) 
степени N над R определяется как группа, порожденная 
всеми матрицами вида 


B; (А) =I +E; РУ], Ys í, |1, AER, 


где I= I” — единичная матрица порядка n, Е;, — матрица 
порядка n, содержащая | на месте (i, j) и 0 на остальных 
местах °). Общая линейная группа GL,(R) степени п над R 
определяется как группа всех обратимых матриц порядка п 
над R. В настоящей статье мы докажем, что если R — KOM- 
мутативная область целостности характеристики #2 и 
п—>3, то для всякого изоморфного отображения Æ группы 
$... (Ю) в СЁ, (Ю) либо 


PÆ (Х) = Х”Р для всех Хе 51, (ВЮ), (1.1) 


либо 
Р.4(Х) = [(х°)' | P для всех XesSL, (R), (1.2) 


1) Yan Shi-jian, Linear groups over а ring, Chinese Math., 7, №2 
(1965), 163—179. 

’ 2) Подчеркнем, что терминология отличается от общепринятой: 
SL, обозначает у Янь Ши-цзяня группу, которая чаще обозначается ЕЁ, 
а обычная группа $Ёи (состоящая из матриц с определителем l) обозна- 
чается у него далее через Ln. — Прим. peð. 
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где о — изоморфизм кольца К в себя, а матрица P = (a;;), 
а; =К, удовлетворяет следующему условию: 


ORT Tr lin) = (in то Qin), ISIS M (1 3) 

(ал, ..., Ma) =(P) | 
Здесь (а, ..., Qin) обозначает идеал, порожденный элемен- 
тами а, ..., аи. Обратно, отображения, определенные фор- 


мулами (1.1) и (1.2), являются изоморфизмами группы $1, (ВЮ) 
в СГ, (Ю). Используя этот результат, Вань Чже-сянь описал 
автоморфизмы общей линейной группы над дедекиндовым 
кольцом характеристики ==2, а также автоморфизмы ее под- 
группы матриц с определителем 1'). 

Определим L,(R) как подгруппу группы СЁ, (Ю), состоящую 
из матриц с определителем 1, и пусть Т,(Ю) обозначает 
группу, порожденную всеми матрицами Т;, (^; P) порядка п, 
удовлетворяющими соотношениям 


PT; (à; Р)=Ви(А)Р, ij, 1[i, ]<п, AER, 


где P удовлетворяет условию (1.3). Используя приведенный 
выше результат, можно доказать, что если R — коммута- 
тивная область целостности характеристики == 2, то Т„(Ю)— 
автоморфно допустимая подгруппа групп Ё„(Ю) и СЁ, (Ю). 

В настоящей статье для областей главных идеалов — не 
обязательно коммутативных — будут получены два результата, 
аналогичные указанным выше. Результат, соответствующий 
второму из них, является новым, а результат, соответствующий 
первому, был получен ранее Вань Чже-сянем [4] и Лэндином 
и Райнером [5]. 

Наконец, автор хотел бы отметить, что все результаты 
этой статьи можно усилить параллельно результатам, полу- 
ченным автором ранее в [7] для линейных групп над кольцом 
целых чисел. Аналогичными методами можно исследовать 
также симплектическую группу над коммутативной областью 
целостности (см. [8]). 

Настоящая работа выполнена под руководством профес- 
сора Хуа Ло-гена, которому автор выражает свою благо- 
дарность. 


$ 2. Теорема о „внутреннем“ изоморфизме и некоторые 
элементарные применения 


Основная цель этого параграфа — доказать следующую 
теорему. 


Теорема 1. Пусть R — коммутативная область целост- 
ности. Если Р — невырожденная матрица порядка п над К и 


1) Доказательство см. в [6]. 
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для всякого Е, 15=], 153 jn, существует матрица Xir 
порядка п над R, такая, что 


PX; = EP, (2.1) 
ro P удовлетворяет условию (1.3). Обратно, если P удовле- 


творяет условию (1.3), то для всякой матрицы Х порядка п 
над R существуют матрицы У и Z порядка п, такие, что 


PX =YP, ХР==РИ. (2.2) 


Доказательство. а) Пусть P =(au), Xi = (xri). 
Ввиду (2.1) 


n 
a= 2. аижь, k= 1, 2. EEE) n, 


откуда (ап,..., Am) = (ап, ..., ат), 152]. Следовательно 
(ат, еее а.) = (aii ву аи), t= |, 2, фир M (2.3) 


Пусть, далее, K(R) обозначает поле частных кольца R. 
Снова ввиду (2.1) 


l Aika i р а 
Хи = ТР (Ан) Ey (an) = ( и), 15], 15Ь ] 51. 


Так как Х;, — матрица над R, то 


Aran E(IPI) ij, 1538 ]<1, 15, 151. (2.4) 


Из (2.3) видно, что Аране(|Р|), и, следовательно, P yno- 
влетворяет условиям (2.3) и (2.4) (включая случай i= j). 

6) Предположим, что P удовлетворяет условиям (2.3) и 
(2.4). Тогда для любой матрицы X = (x;;) порядка п над R 


имеем 
z QA: Xp; А 
-1 МЫ: 
РР" a. 


Из (2.4) следует, что РХР-' — матрица над R и аналогично 
Р-'ХР — также матрица над R. 

в) Покажем теперь, что (2.3) и (2.4) в совокупности равно- 
сильны условию (1.3). Очевидно, (2.3) и (2.4) непосредственно” 
следуют из (1.3). Обратно, если (2.3) и (2.4) выполняются, 
то из (2.4) следует, что 


(IPI) (å Aiz ...,у Agn) (aii e...) Gliha 
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Отсюда и из теоремы об определителях 
(РЭА, ..., Аш), ..-, ви) = 
D (| Ai |) (аи, ..., ам)" = 
= (| P ~’) (а, e.. ain)” = (| P 1)? (an, кз Gip) > 
С другой стороны, | 
(lie eaer Bia) == нь ку бы ых @ыь =, = Р]), 


и, значит, 
(IP= (1 P1)! (ais .... ау. 


Следовательно, (|P|)= (а, ..., Qin)”, и теорема доказана. 


Следствие 1. Множество всех невырожденных матриц 
порядка п над R, удовлетворяющих условию (1.3), является 
полугруппой относительчо матричного умножения. 


Многие вопросы, касающиеся матриц над R, можно изу- 
чать над полем частных кольца R, и теорема | обеспечивает 
нам обратный переход. Например, справедлива 


Теорема 2. Пусть R — коммутативная область целост- 
ности, М, (Ю) — кольцо всех матриц порядка п над R. Всякий 
автоморфизм Æ кольца М,(Ю) может быть записан в виде 


Р54 (Х) =Х°?Р, ХеЕМ, (В), (2.5) 


где P — матрица, удовлетворяющая (1.3), в — автоморфизм 
кольца Ю. Обратно, отображение, определенное формулой (2.5), 
является автоморфизмом кольца М, (Ю). 


Доказательство. Пусть К (R) — воле частных 
кольца R. Так как ЕЕ = ÒjkE ip TO 


0 при kÆj, 


A (E11) A (Ен) | (Eu) при k=j. 


По хорошо известной теореме существует невырожденная 
матрица Q порядка п над К (R), такая, что 


A(E;) =Q ЕО, 1] < п. (2.6) 


Более того, можно выбрать элемент а==0 в R так, что 
aQ =P будет матрицей порядка n над R. Тогда ввиду (2.6) 


Рё (Е) = ЕиР, 1531 jn. (2.7) 
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Из теоремы | видно, что P удовлетворяет условию (1.3). 
Теперь рассмотрим 4 (^Е;,), Але К. Так как Æ (Е; ‚) = 


= Á (Eu) A (AE1;) A (Ei), то ввиду (2.7) 
A (AE) =P (AUE) P, i, j=1, 2... n. (28) 


Используя тот факт, что ÆA (AE) = A (En) 5 (АЕ 1) A (E) 
мы видим, что для любого AER 


a= би = 29, 1]=1,9,..., И, 


другими словами, о= 0 = 0; Из (2.8) следует, что в— 
взаимно однозначное отображение кольца R на себя, сохра- 
няющее сложение. Далее, из Æ (uE) = A (AE) AUE) 
следует, что о сохраняет умножение и потому является 
автоморфизмом кольца R. Так как Æ — автоморфизм кольца 
М, (Ю), то получаем первую часть теоремы. 

Обратно, отображение, определенное формулой (2.5), 
является, очевидно, изоморфизмом кольца M, (R) в себя. 
Из условия, которому удовлетворяет P, легко вывести, что 
если ХеМ, (В), то РХР' = М, (®). Отсюда сразу следует, 
что это отображение кольца М, (Ю) на себя. Теорема noka- 
зана. 


Аналогично доказывается 


Теорема 3. Предположим, что R, R, — коммутативные 
области целостности, Á — изоморфизм кольца M,(R) в М.(Ю)). 
Тогда т=п, R и R, изоморфны и существует матрица P 
порядка т над R, удовлетворяющая условию (1.3) и такая, 
что 


5$4(Х)=Р`'Х°Р, ХМ, (Ю), (2.9) 


где o — изоморфизм R на R,. Обратно, всякое отображение, 
определенное формулой (2.9), является изоморфизмом М» (К) 
на М» (К t) 


Отметим, что теорема | может быть применена также 
к описанию автоморфизмов и антиавтоморфизмов кольца 
всех квадратных матриц над коммутативной областью це- 
лостности и к описанию автоморфизмов полугруппы матриц 
по умножению. 


Для некоммутативного Ю может быть доказана 


Теорема 4. Если Ю — область главных идеалов (не обяза- 
тельно коммутативная) и P — невырожденная матрица no- 
рядка п над R, удовлетворяющая условию (2.1), то суще- 
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ствует матрица P, € GL,(R), такая, что 


Р.Х и = ЕР, =] 154] 1, (2.10) 


где Xıı — матрицы с условием (2.1). 


Доказательство. Из доказательства теоремы l видно, 
что правый идеал, порожденный элементами а11,..., Qin, CO- 
впадает с правым идеалом, порожденным элементами 
аи, ..., Qin 1=1,..., n. Поэтому все правые идеалы 
Фа въ МЕ Е A ...› п, совпадают с некоторым главным 
правым идеалом QR и а, = aa. Пусть Р==аР.. Тогда P, — 
невырожденная матрица над R, H PETEN (2.10). По 
кажем, что P€ СЁ, (Ю). 

Так как Ю — область главных идеалов, то ее можно вло- 
жить [9] в тело частных К (КЮ). В СЁ, (К (Ю)) существует 
матрица, обратная к Pı, скажем, РГ! = (bij), b; E K(R). 
Чтобы показать, uro P &GL,(R), достаточно проверить 
включения b; ЕЮ. Из доказательства теоремы | видно, что 


Ь аще К, [тая 


Но, как замечено выше, а=анх F ... F aenn, хе В, 
7 7 / Е 
а, = üü, Отсюда ах F ... а,„х, == и 


/ 
Теорема доказана. 


$ 3. Инволюции 


В этом параграфе мы предполагаем, что R — кольцо Xa- 
рактеристики ==2 без делителей нуля и с единицей (не обя- 
зательно коммутативное). Кроме того, предполагается, что 
для Любых элементов а, b& R существует элемент MER, 
такой, что т = аа, = bbi, где а, р ER. Тогда Ю может быть 
вложено в тело частных К (R). 

Цель этого параграфа — доказать следующую теорему. 


Теорема 5. Пусть 5 — изоморфизм группы SL,(R) 
в СГ, (R). Тогда существует матрица РеЕСГ, (К (К), такая, 
что 


5) = РОЧиР, ij, i j=l, 2, an, (3.1) 
где | 


=J =” (—091 TI Ф(-0ФГ" 7, i<j, (8.2) 
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и @Ф обозначает прямую сумму матриц. 


Для доказательства нам понадобятся некоторые леммы 
и определения. Инволюцией называется элемент Х группы 
СТ, (К (Ю)), удовлетворяющий условию Х?==[. Инволюции, 
сопряженные над $Ё,(К (Ю)) с матрицей (— NP @I"P, na- 
зываются (р, п — р)-инволюциями. Максимальное множество 
попарно перестановочных (р, п — р)-инволюций в СЁ, (К (Ю)) 
называется (р, п — р)-максимальным множеством. Справед- 
ливы следующие утверждения: 


Лемма 1 [2]. Всякая инволюция из СГ, (К (Ю)) является 
(р, п — р)-инволюцией для некоторого однозначно определен- 
ного р. Число элементов в любом (р, п— р)-максимальном 


Лемма 2[2]. Любое семейство попарно перестановочных 
инволюций может быть приведено одновременным сопряжением 
над SL,(K (R)) к виду 


diag (€p ..., г), в ==Е1. (3.3) 


Доказательство теоремы 5. Если п==2, то /. = — IP 


и теорема очевидна. Пусть п >È 3. 
(1) Сначала докажем, что Æ (J;;) является (р, п — р)-инво- 


люцией, 2|р. Из леммы 1 следует, что все Æ (Т;,) являются 
(р, п — р)-инволюциями, и, следовательно, остается убедиться, 
что 2|р. Так как п—>3, то найдется k Æi, |, 1 < п. Из 
соотношения A (J) =A (Jir) A (Ik) следует, что Æ (Ji) — 
произведение двух перестановочных (p, п — р)-инволюций. По 
лемме 2 существует матрица Ре SL, (К (К)), такая, что 


Æ (Л) = P™' diag (e1, ..., в.) P - P™' diag (e1, ..., ef) P = 


Sf ga и 
= P diag (eie; 9 вое EnEn) P, 
причем —1 встречается р раз среди €p, ..., в. и среди 
в”, ..., 8%. Тогда последовательность в’, ..., €€% должна 
содержать —1 четное число раз. С другой стороны, —1 по- 
является в этой последовательности р раз, поэтому 2|р. 
(2) Определим Х как множество, состоящее из всех инво- 


люций вида $ (Jii) e A (Jim-n 7 т — 1, eey [1/2], 
1 <<... <Ь„<З<п. Пусть Ч„ — множество инволюций 


вида (Jin) -2 Allnet 151 < ... «ип. Из 


Линейные группы над кольцом 233 


определения инволюции J;y и того, что Æ — изоморфизм, 


легко следует, что A содержит всевозможные произведения 
инволюций вида Æ (J), а все элементы множества A pas- 
личны и попарно перестановочны. Кроме того, все элементы 
множества A, различны, попарно перестановочны и сопря- 
жены над 5Ё, (К (Р)) (так как инволюции, сопряженные над 
СГ, (К (Р)), сопряжены и над 5, (К (Ю)), см. [8]). Ввиду 
леммы 2 существует матрица P == SL, (К (Ю)), такая, что всякая 
матрица из РЖР-! имеет вид (3.3). Из (1) видно, что —1 Berpe- 
чается среди g; четное число раз. Рассмотрим отдельно 
случаи, когда п четно и нечетно. 

(3) Если п четно, то п =4Ё или 4-2. 

Вели п=4 то РЭР” является (21, 2])-максимальным 
множеством, элементы из PA, P! и Р.Р! перестано- 


вочны с элементами из PA, PT! и число элементов в каждом 
из этих множеств равно 


[ие ыы 


Кроме того, элементы из PAP! не сопряжены с элемен- 
тами из Р.Р. В силу (1) элементы обоих этих множеств 
содержат —1 четное число раз H, следовательно, по лемме l 
PAP! является (1—2, 21- 2)- или (21-2, 21 — 2)-макси- 
мальным множеством, а PA, P’ является (21-2, 21 — 2)- 
или (21—2, 21 + 2)-максимальным множеством. Продолжая 
шаг за шагом это рассуждение, мы покажем, что PAP! 
является (21 — 2k, 21 + 2k)- или (2l + 2k, 21 — 2®)-максималь- 
ным множеством, а PAP! является (21+ 2k, 21— 2k)- или 
(21 — 2k, 2l + 2^)-максимальным множеством (k =2, 3, ...). 
В частности, если k=]— 1, то РЭР”! является (2, n— 2)- 
или (п — 2, 2)-максимальным множеством. 

В случае когда п=4/-+2, применим тот же метод, Ha- 
чиная с PAP! и Р.Р, и придем к тому, что РНР" 
является (2, n — 2)- или (п — 2, 2)-максимальным множеством. 

Согласно доказанному выше, для четного п>4 РР" 
является (2, п — 2)- или (п — 2, 2)-максимальным множеством. 
Покажем теперь, что последний случай при п>4 невоз- 
можен. Предположим противное. Тогда можно выбрать ма- 


трицу Р (по поводу ее выбора см. п. (5) настоящего доказа- 
тельства), такую, что 


PAUP = (— 1)" 0 ФФ(- 0" 


’ (3.4 
j>i, i=l, 2, oa hl, ( ) 


9 Зак, 154. 
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0 1l в 
Sa=( jor gA 


тогда (% (Si == A ($35) = A (15); кроме того, Æ ($15) nepe- 
становочно с Æ (112) и A (d) (3<1<]< п). Из (3.4) легкими 
вычислениями получаем 


„а a b ; 
PÆ (512) P - (° a )@diag (аз, eaw CMN (3.5) 


Вы = 
а, —= ... —=а 


Пусть 


С другой стороны, (Æ ($12) Æ (Тез)? = Æ ($15753)? = I, и, значит, 
в силу (3.4) и первой части (3.5) имеем равенство 


а —65\ 
г (“ Zi) diag (аз, ..., a3), 


откуда a ==... = Q? = 1. Это противоречит второй части (3.5), 
потому что Ю имеет характеристику =5=2. Следовательно, 


PAP’! является (2, n — 2)-максимальным множеством. 
(4) Если n нечетное, то n= 4+ 1 или n= 4l +4 3. 


Если n=4l4} 1, то из леммы l и того, uro P,P! co- 


—1 
держит —1 четное число раз, заключаем, что РР ‘является 
(21 21 + -максимальным множеством. Так как всякий эле- 


мент множества РЖ, .Р_' перестановочен со всяким элемен- 
=] 
том множества Р.Р, число элементов в каждом из HHX равно 


CRER 


и —1[ встречается в каждом из них четное число раз, то 
=l 

PX, P является (21 + 2, 21 — 1)-максимальным множеством. 

Поступая так шаг за шагом, мы рассмотрим Р.Р", 


= =l 
PAP , ... и, наконец, получим, что PAP является 
(2, п — 2)-максимальным множеством. 

Если n= 414+ 3, то применяем тот же метод, начиная 

B = =i 
c a N и рассматривая PA,P ` РВ д. ая 
наконец не покажем, что P,P! является (2, п— 2)-макси- 
мальным множеством. 
=l 

(5) Из (3) и (4) следует, что P,P в любом случае 
является (2, n — 2)-максимальным множеством, и, следова- 
тельно, по лемме 2 существует матрица Ре 5$, (К (Ю)), 
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такая, что 
PA (Ти) P7 = Тв, 151, i, j=l, 2, e.. П, 


где ki, ..., Е, — перестановка чисел 1, 2, ..., n. Пусть Q обо- 
значает подстановочную матрицу, такую, что Q UR TT tr, ) = 
= (ts... ba), где Éi ..., & — переменные над R. Тогда 
Qe Q STi, и теорема доказана. 


$ 4. Вид элемента о (B; (1)) 


Пусть Æ — изоморфизм группы SL, (R) в СГ. (Ю). В этом 
параграфе мы наложим дополнительные ограничения на R 
и определим вид элемента 5% (В; ! (1)). В дополнение к теореме 
из $3 нам понадобятся некоторые соотношения между 
Æ (Bı; (1)). Заметим, что полученные здесь результаты можно 
несколько усилить. Мы вернемся к этому вопросу в конце 
статьи. 

Начнем со следующего простого замечания: 


Лемма 3. Предположим, что Ю — кольцо без делителей 
нуля с единицей и характеристики == 2. Пусть а, b, с, dER. Если 


GJ- G- 
oaj > b gj ~“ 
to a= d= 0, c=— b. 


Доказательство. Из предположений следует, что 
a + be = — 1, @œ— bec = 1, d + cb = — 1, d?’— cb = 1 и, значит, 
п = 2 0. Tak KaK R имеет характеристику #2, то a= 
=d =Q n be = cb = — 


В этом параграфе предполагается, что R удовлетворяет 
тем же условиям, что и в $ 3. Пусть К (Ю) — тело частных 
кольца R. 


Теорема 6. Еслип >È 3 u Æ — изоморфизм группы SL, (Ю) 
в СГ, (Ю), то существует матрица P = СЕ, (К (Ю)), такая, что 


P% (B; (1))Р' = Ви (1, ij, i j=1,..., в, 
или 
Р.5$ (В, (1) Р' = Вн(—1), ij, i, j=1,..., n 


Доказательство. (1) Ввиду теоремы 5 можно считать, 
что 


$ (Jini) = Junit i=], 2, TT n— l. (4.1) 
9% 
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Теперь рассмотрим Æ (Si, 1+1), где 
0 1 
Зы (| jerma f= l timh. 


Если n=3 или >5, то в силу перестановочности 94 ($15) 
с A (Ji) = Л. H 5 (Г, 1+1), 3<2< 1 —1, после простых Bh- 
числений получаем 


al!) b!) 


вы — ( cD а ) diag (ap, ..., aW). 


Если n= 4, то ввиду перестановочности A (Si) с Æ (Jia) 
и соотношений 


(54 ($12)? = A (J12), (A ($15) A (Т.з))* =I (4.2) 
снова получаем TOT же результат, что и выше. Из (4.2) видно, 
что матрица 

а) b0) 
(ло am) 
удовлетворяет условию леммы 3 и (а)? =1, 3KiKn, сле- 
довательно, 


0 p) 
мы = (он p Odia (ар... 0), P=. 
Таким же способом получаем, что 
A (S; i41) = 


d оо 
= diag (a, ..., a28 - 0 ) © diag (af), eeo 4), 


IKi<Kn—l, aP =+], jÆ#i,i+1, i=l, ..., n— l1. 


Bepa композицию изоморфизма %Æ c сопряжением при 
помощи матрицы 


р— ар ("6 aa N 1) 
можем считать, что 5% =1. Так как Æ ($, 1.1) перестано- 
BOYHO с 57(5;),.1), 1<]<1—2, 1+2 <]<п- 1 то 


ай =... =) s d 3 =... = aÙ, Следовательно, можно 
считать, что 


0 1 
— (i-—1) r p (n-i-1) 
A$ (Si, 1+1) = (a;l) el Jean" р 
151<и—1 а=-1 а=-1. 
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Из этих соотношений и равенства (A ($;—и.;) Æ (Si 1+1) =1 

` получаем Q =а,, Q =а,, 2<15<п—1, откуда 

A (Si, i41) = (eN E i a Jeen" D 99 
к... n— l, e=+żl. 


С этого момента будем рассматривать (4.3) Kak предполо- 
жение и определим Æ (В1›(1)) в двух случаях: когда п ==3 
или >25 и когда п ==4. 

(2) n=3 или 25. Так как 5%9(В:›(1)) перестановочно 
с A(S) и Alii) 3KİiKn— l, то 


a b 
(вы) = (“ 4 @diag (as o dp). 


Так как Æ (B (1)) перестановочно с Æ (Si ip), 3<1<п-—1, 
то Qa = ... =A, =a. Из соотношения Æ (Bə (1) A (То) = I 
следует, что а =|] и 


и, значит, 


B=, n )@diag (a, ..., а’), d =l, (4.4) 
а? — bc =1, dœ — cb=1, ab— bd = ca — dc =0. 


Но 54 (Bı; (1) = A (S3) 54 (Виз (1)) A (Sz) и матрица 5 (B; (1)) 
перестановочна с Æ (Виз (1)). Отсюда 


а ab edb аа a'b eab 
са’ аа 0 |=| ca dad ecb (4.5) 
eca ecb dd ес’ 0 adz 


и be =0, (a — d’) b =c (a— а’) =0. Но (5% (Bio (1)))*=-Т, поэтому 
ввиду (4.4) b и с не могут одновременно равняться нулю. 
Следовательно, а ==а’ и либо b ==0, c0, либо с ==0, 6520. 
Снова ввиду (4.4) 4 =а’, поэтому 


b 70 
5 (вы) = (о „ewn? или (° y Jeane. 


Используя соотношение (54 (51) 54 (Виз (1)? =, (4.3) и по- 
следние формулы, получаем а’==е, b=], с=— 1. Это 
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означает, что 
A (B (1)) = (еГ)® + Ep или (е1)”— Ех, е=-1. (4.6) 
Наконец, докажем, что е =1. Из соотношений 
A (Sz) A (Вуз (1) 5% (S23) = A (Виз (1), 
(4.3) и (4.6) имеем 
A (Виз (1) = (e) + eE или (е1)” — eE. (4.7) 


Так как Æ (SR) 4 ($5) A (Во (1)) Æ ($53) A (S12) = A (Bz (1), 
TO в силу (4.3) и (4.6) 


A (Bə (1) = (e1) + E» HJIH (er)™ — By (4.8) 
Используя (4.3), (4.7), (4.8) и соотношение 
$ (В1>(—1)) Æ (Bos (—1)) Æ (Bi (1)) Æ (В+ (1) = Æ (B3 (1)), 
непосредственно заключаем, что 
e= 1. (4.9) 
Из (4.3), (4.6), (4.9) и соотношений 
A ($) Æ (Bie (—1)) 4 ($) = 54 (Вы (1), 
54 ($11) 54 (Вы (1)) 9 (Si) = 54 (Вы (1), 
A ($11) A (Bir (1) 54 ($1) = A (Bjr (1) 
следует, что 
Á$ (Ви: (1)) = Ви: (1), (Ви (1)) =Ви (1), 2=2,..., п, 
HJIH 
Á (Ви: (1) = Ви (—1, (Ba (1) =Bu;(—1) 1=2,..., п. 
Далее, так как $ (Ви; (—1)) 5 (Bir (—1)) 5% (Ви (1) 54 (Bir (1) = 
= Æ (Bı (1)) при попарно различных i, j, k, то Æ (Ви! (1)) = 
= Ви: (1), 157], f, j= P ..., f, ИЛИ 5% (Bi; (1)) = Bii и, 15 |, 
h Jml нь, №, 
(3) n=4Å. Tax как Á (B (1)) и Æ (Ji) перестановочны, то 


(в (1)=(“ Jel? г 


Далее, так как $ (В!›(1)) и Æ (S34) перестановочны, то а; = dy 
G = — b. Tak Kak (A (Bio (1)) $ Sah = f, fo 


($ sy (° —5 
р. Q -/ C w h 
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и, следовательно, а + b? =1, ba =а6,. Из (4.3) после 
вычислений с применением результатов, найденных выше, 
получаем 


a 0е 0 

Е а 0 —eb 

4 (Bi (= (551) 4 (Вы (1) (8) = | те” 
0 eb, 0 a 


Так как Æ (Bı (1)) и Æ (В13(1)) перестановочны, то 
{ æ ba eab —ebb,) (a ab ebay ebb, 


ca da, ecb — eib, ас ad #5: — eb G, 
eac eb? ad ab, — | еса ecb аа, db, 
— epe ep, — Ва а? (еб с ebd — ab, a? 


(4.10) 


Таким образом, 2eb;c = 2е бб, = 0. Если b =с==0, то а? =d’, 
и ввиду (4.10) eb? =есь =0, откуда 6, =0. Следовательно, 
Æ (В: (1)) = diag (а, а, а, а!) и 5 (В: (1)) =I. Но это nme- 
возможно. Поэтому либо b0, либо c0. Так как характе- 
ристика кольца R отлична от 2, то 6, =0, откуда а? == 0, 


ecb =eb? =0. Таким образом, а =+ 1l и либо b ==0, либо 
с =0. Из (4.10) получаем eca = eac, eab = eba, откуда 4a = Qi. 
Так как 


Eo р 
c —а/ ” 


TO 4=а. Учитывая все сказанное, имеем 
54 (Bo (1)) == (a [)® bE или (af). -- сЕд, а =l. 
Из (4.3) и соотношения (Æ ($15) Æ (Bi (1) =I немедленно 


получаем 
а =е b=1, =l. 


Далее точно так же, как и в случае (2), устанавливается 
справедливость теоремы для п = 4. Теорема доказана. 


$ 5. Доказательство основной теоремы 


В этом параграфе мы докажем утверждение, упомянутое 
в $ l, а также соответствующий результат для областей 
главных идеалов. 
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Теорема 7. Пусть Ю — коммутативная область целост- 
ности характеристики =22, п>3. Пусть Æ — изоморфизм 
группы SL, (R) в СГ, (Ю). Тогда 54 имеет вид (1.1) или (1.2). 
Обратное также справедливо. 


Доказательство. По теореме 6 существует матрица 
P, + СЕ, (К (R)) (К (Ю) — поле частных кольца R), такая, что 


Рав (Ви (D) Pr '= Ви (D), ij, i, j=1, ..., N, 
ИЛИ 
Pi% (Bu (1) PT' = Вн(—1), ij, i, ]=1,.. n. 


Существует элемент а е= R, такой, что aP, = P — невырожден- 
ная матрица порядка п над А и, значит, 


P% (В, (1) = В (1) P, ij, i, |=1,..., п, (5.1) 
HJIH 

PÆ (В; (1)) = By (—1)P, iÆj, Г, j=l, ees П. (5.2) 
Из теоремы | немедленно следует, что P удовлетворяет усло- 


вию (1.3). Покажем теперь, что в случае (5.1) имеет место (1.1). 
В случае (5.2) можно использовать тот же метод. 


Прежде всего, из теоремы | мы знаем, что PS (B (^)) P! — 
матрица над R. Далее, так как Æ (Bi (å)) перестановочна 
с 57 (В12(1)) и Æ(B; (1), 3i, j Kn, то, используя (5.1), 
получаем 


b 
P (Вы КР" ( о eane. 


Кроме того, так как 54 ($58') A (B12 (4.)) $ ($)=.4 (Виз (^,)), то 
a0 b 


P% (Виз (^.)) P~' -(' a Joan 
00 a 


Снова, так как 
Р.4(В.з(^))Р`'=Р (4 (B ›(—^)) 4 (В (—1)) 4 (B 1(4)) 4 (В.-(1))Р-", 
TO 


10 aab 
PA Bao l -aa Ди 
00 1 
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Сравнивая эти две формулы, получаем а=а =l. Таким 
образом, 


P% (Виз (^)) в = р T K Ei» PÆ (B3 (1) P~’ iia г. + ^ Ел. 
(5.3) 


Используя эти формулы и (5.1), получаем 
P34 (Ви (A)) P~ = [P4 (B12 (—^)) P~ ILP (Вы (—1)) P- i X 
X [P34 (Вь (A)) P JLP (Ba (1)) Р] = 
= Ba (— 4°) Ba (—1) Ви» (№) Ba (1) = 
i Bij (a°), 
P3 (B, (A)) P~ = [P4 (Ba (—1)) P~ JEPS (B, (—^)) РЖ 
X LPS (B; (1)) PILP (Bu A) P~] = 
= Ви (—1) Bı; (— a°) B; (1) Bı; (^?) а 
= B; (a°). 

Покажем теперь, что o — изоморфизм кольца R B себя. 
Из соотношений Æ (B (А) A (Bi (и)) = X (B (à + u)) и (5.3) 
следует, что 

(A +u = № и’, ^, PER. 
Если Æ (B (à) =LI, то В- (^) =1|1, откуда А=0; поэтому 
из ^’=0 следует А =0. Далее, ввиду (5.4) имеем 
Ваз ((Au)”) = P (Виз (àu)) P~’ = 
= [P4 (Вь(—^)) P™ ILP% (B33 (— в). P7 JLP (Bi A) PIX 
X [P (Bə (u)) P~] = 


= By (— 27) Взз (— u°) Bio (a°) Bə3 (u°) = Bis (a°p”°). 
Следовательно, 


(5.4) 


(Au) = А” 
и теорема доказана. 


В случае, когда R — область главных идеалов, аналогом 
теоремы 7 является 


Теорема 8. Если Ю — область главных идеалов (не обя- 
зательно коммутативная) характеристики ==2, n> 3 u Á — u30- 
морфизм группы SL, (R) в GL,(R), то либо 


AX) =P XP, Хе $1, (Е), (5.5) 
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либо , 
A(X) =P (ХУ) P, Хе ЗЕ, (В), (5.6) 


где в — изоморфизм кольца В в себя, т — антиизоморфизм 
кольца R в себя и РЕСЕ, (К). 


Доказательство. Из теоремы 6 следует существова- 
ние матрицы P, = GL, (К (Ю)), такой, что P% (В; (1)) = B; (1) P., 
i = A р, ] = E ... A, ИЛИ P% (B; (1)) = Biji (—1)Р,, Е р 
1, |=1,..., п. Следовательно, существует элемент ас R, 
такой, что аР! =Р. — невырожденная матрица над R и 
aB;ij (1) Pi == Bij (1) Po; аВ (—1) Pi == Bji (—1) Pa Значит, либо 
P% (Bij (1)) = B;j (1) Pa либо P% (Bij (1)) = Bj; (—1)Р.. По 
теореме 4 существует матрица Ре СЁ, (Ю), такая, что 


54 (Bu (1) =P'B; (1) P, ij, i, j=1,... п, (5.7) 
HJIH 
54 (Bı; (1) = P™'B;; (1I P; i Æ l р, j=l, ...) П. (5.8) 


Так же как и в теореме 7, из (5.7) можно вывести соотно- 
шение (5.5), а из (5.8) — соотношение (5.6). 
Теорема доказана. 


Теорема 8 была впервые доказана Вань Чже-сянем [4] и 
Лэндином и Райнером [5]. Наше доказательство значительно 
проще, чем в [4], за счет использования теоремы 4. 


Теорема 9. Пусть Ю — коммутативная область целост- 
ности характеристики =Æ 2, п>3Зи $, (Ю) — произвольная под- 
группа из СГ, (ВЮ), содержащая T,(R). Тогда T,(R)— aero- 
морфно допустимая подгруппа группы S (R) (т. e. всякий 
автоморфизм группы $„(Ю) индуцирует автоморфизм группы 


Т„(К)). 


Доказательство. Пусть $Ё,(Ю, Р) — подгруппа, по- 
рожденная матрицами Г;, (А, P) ($ 1), полученными из Heko- 
торой фиксированной матрицы P, удовлетворяющей усло- 
вию (1.3). Пусть 5 — произвольный автоморфизм группы 
5„(Ю). Тогда Æ индуцирует изоморфизм группы SL,(R, P) 
в S, (R). Пусть 94 (X) =Р” "ХР, X € SL, (R). Отображение 54, 
является изоморфизмом группы $Ё,(Ю) в $Ё,(Ю, P), и 
Lı (Bu (A) =T; (å, P). Следовательно, ÆA, — изоморфизм 
группы SL, (R) в S, (R). По теореме 6 | 


A (У) = A (A, (Х)) =Рг'Х°Р, У= 5$, (В, P), Хе Г, (В), 
(5.9) 
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ИЛИ 
s4 (Y) = A (A (X) = Pr (| > P, Ув $1, (В, P), 
Хе SL,(R). (5.10) 


Так как с — изоморфизм кольца R в себя, то Æ отобра- 
жает Г, (Ю) в себя. 

Из сказанного выше ясно, что для доказательства тео- 
ремы достаточно установить следующие два факта: (а) в 
в (5.9) или (5.10) является автоморфизмом кольца Ю при 
любой группе SL, (Ю, Р); (6) если P может быть произволь- 
ной матрицей, удовлетворяющей условию (1.3), тои P) может 
быть такой же. 


Докажем сначала (а). Мы ограничимся случаем (5.9), 
так как доказательство в случае (5.10) вполне аналогично. 
Допустим, что в не является автоморфизмом кольца R. 


Тогда существует и Æ ^° для всех À E R, поэтому A (Ti (A, PÆ 
Æ Pi 'B(u)P, для всех 4€ R. Пусть PI 'Влз (u) Pi = A (B), 
В=$, (В). Так как матрица PĮ Виз (и)Р, перестановочна с 
Р'В (1) Ри, ЗАВ |<п, Pr oP, и РГ 'Вз (И Ра, то из (5.9 
следует, что В перестановочна с Р'В (1Р, 3<&]<п 
P`'J P и Р'В: (1)Р. Отсюда простым вычислением получаем 


B =eP'B o (à) P, м, CLER. 


Так как Вл (и)ЛзВи› (и) =J то ë =1, e= 1. Следова- 
тельно, из (5.9) и того, что Æ — автоморфизм группы $, (Р), 
получаем 


54 (В) =eP7 'В1з (Af) Pi =Рг' Виз (u) Pi. 


Отсюда е=1, № =p. Но это противоречит тому, что pÆ’, 
и (а) доказано. 

Теперь докажем (6). Допустим, что существует матрица P}, 
удовлетворяющая условию (1.3) и такая, что для всех 
матриц P, удовлетворяющих (1.3), не выполняется ни одно 
из соотношений (5.9), (5.10). Рассмотрим 5‘. Так как Æ% — 


автоморфизм группы $,„(Ю), то S47! — также автоморфизм. 
Из основной теоремы | заключаем, что существует матрица Pos 
удовлетворяющая (1.3) и такая, что 


A`! (Tiu (A, P1) = P3 Bi (A) Po, 
iÆj, р, j=l, ETETE № ВЕД, 
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ИЛИ 
A` (Ги (à, P1) = P3 Bu (— a°) Pa, 
52], i j=l,.... ПВ, AER, 


где о, — автоморфизм кольца R. Применив Æ к этим равен- 
ствам, получим противоречие с нашим допущением. Таким 
образом, утверждение (6), а вместе с ним теорема доказаны. 


В случае когда R — область главных идеалов, теорема 9 
имеет следующий аналог: 


Теорема 10. Предположим, что R — область главных 
идеалов характеристики =Æ 2, п>3Зи Т,(Ю) обозначает группу, 
порожденную всеми матрицами Р'В (à) P, P = GL, (В), à ER, 
i Æj, i, j=1, 2,..., n. Пусть S,(R)— произвольная noð- 
группа группы GL,(R), содержащая T, (R). Тогда T,(R)— 
автоморфно допустимая подгруппа группы Sa (R). _ 


Доказательство аналогично доказательству теоремы 9и 
потому опускается. 


Результаты этого параграфа естественно приводят к во- 
просу: если Ю — коммутативная область целостности с едини- 
цей характеристики ==2, то каковы автоморфизмы групп 
СГ, (Ю) и L, (R) при п>3? Его решение зависит от описа- 
ния автоморфизмов группы T, (R). Автор предполагает, что 
если R удовлетворяет указанным выше условиям и п > 3, то 
для ‘всякого автоморфизма Æ группы Т„(Ю) либо PA (X)= 


= Х°Р для всех X = T,(R), либо PA ХХ =(P для всех 
ХеТ, (ЮР), где с — автоморфизм кольца R и P удовлетво- 
ряет условию (1.3). 


$ 6. Усиление результатов предыдущих параграфов 


В этом параграфе мы укажем, как результаты предыду- 
щих параграфов могут быть усилены. Для доказательств, 
вполне аналогичных предыдущим или доказательствам, дан- 
ным в работе [7], мы приводим только наброски. Доказа- 
тельства, не совсем аналогичные, будут проведены детально. 

(1) Пусть R — произвольное кольцо (не обязательно KOM- 
мутативное) с единицей l, причем 1+ 1 0. Пусть G — аб- 
страктная группа с единичным элементом Í, порождающими 
которой являются символы Гу, (1), i Æ |) ]=1,..., п, ЛЕ В, 
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а соотношения таковы: 
Ta (%) Ти (в) = Ти (% + в), (6.1) 
Tı (^) =1 тогда и только тогда, когда А, =0, | 
Tı; (à) перестановочно с Ть (и), Таь (и), Ты (и), — (6.2) 
Ти (- № Ти (—- в) Ти) Ть (в) =Ти (м, (6.3) 


где индексы i, |, k, [==1,..., n попарно различны, А, — npo- 
извольный элемент кольца Ю. Имеем также 


Tia (1) То, (—1) T12 (4) = Toi (— ^) Tio (1) Toi (—1), (6.4) 
Го (= Toa (1) Tio (à) — Та (= ^) Г 12 (=D To (1), (6.5) 
(Tiz (1) Ta (—1) Г12 (2))3 =], (6.6) 


где À — произвольный элемент из R. 
Как и в [7], положим 


Ии=Ти (1 Ти (—ЮТи (1), Wy =0%.. 
Можно доказать, что выполняются ‘следующие соотношения: 
Tir (Чи =UT ©), Ты О, =ИиТь (À), (6.7) 
Ti (A)Ui =UTir(— à), Ты) =ЧиТь (—»), (6.8) 
Ur=Ur, Ми=р, Wy=Wn, (UyTu (=, (6.9) 
UTi A) =Tu(—A)Ui UyTn A) =T (—A)U (6.10) 
W,; перестановочно с T; (A), Tu (à), Uir (6.11) 
Ин =U piU je =U kU ip, ЧИ в =U irU iU Uir (UU =], 
Wij = Ти (- Л) И Ти A) = Ты AW Tri) = Ты lA)W Tpi (= 


=T k (^) WT ir (À), (6.12) 

(Ги) И)“ =I. (6.13) 

WW ir =W ik (6.14) 

Wn i, ]=1,..., п, попарно перестановочны. (6.15) 


В этих соотношениях i, j, Е обозначают попарно различные 
числа из последовательности l, ..., п, А — произвольный эле- 
мент кольца R. 


С тем же доказательством, что и в [7], справедлива 


. 7 ./ 
Теорема 11. Пусть 1,.... bpp U soser ;) — два мно- 
жества попарно различных чисел из 1,..., п. Тогда 
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(а) У, ... F, и Wep. И, p 0ве переста- 
Г 2 2m-1"2m ra 1112 


новочные инволюции (элемент X EG называется ичволюцией, 
если X =]; 
(6) если m =l, то W; ... W, и Ир... Ир 


12 тит. И И 


сопряжены в @; — 
(в) если т=Т ий, ..., и является перестановкой чисел 
й,..., т» ТО Ове инволюции, указанные выше, эквивалентны; 
(r) если 2m < п, то Wii, -e Wi m-ilm Не лежит в центре 
группы G. 


(2) В этой части R и Т;, (А) удовлетворяют не только усло- 
виям (1), но также следующим условиям: R не имеет дели- 
телей нуля и любые два элемента из R имеют общее правое 
кратное (т. e. если а, b & R, то существует элемент т € R, 
такой, что т = аа, = bbi, а, bi = R, и, следовательно, R MO- 
жет быть вложено в тело частных К (Ю). Допустим, что 
Г. (^) Е СЁ, (Ю) и И, и Ui определены так же, как в (1). 
Тогда справедлива 


Теорема 12. Если п — четное число, п > 4, то 


W oW as ... W amin = — Г. 


Доказательство. Используя (6.8), (6.13) и части (6) 
и (в) теоремы 10, поступим, как в доказательстве п. (1) Teo- 
ремы 5, и получим, что W; является (р, п — р)-инволюцией 
группы СЁ, (Ю), 2|р. Оставшаяся часть доказательства про- 
водится так же, как доказательство соответствующей тео- 
ремы в [7]. 

Учитывая формулы, указанные выше, теоремы 11, 12 и 
замечая, что Й;; имеет все свойства матрицы Æ% (J;j), KOTO- 
рые использовались при доказательстве теоремы 5, мы NO- 
лучаем следующую теорему: 


Теорема 5’. (а) Если п=3 или >5, то существует 
матрица РеЕСЕ., (К (К), такая, что 


Ин =Р УР, ij, i, j=l, ..., n. 


(6) Если n=4, то существует матрица P = GL,(K (R), 
такая, что 


W io = Pe 


Это означает, что справедлива также 
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Теорема ©. Если п>3, то существует матрица 
РеЕСКГ, (К (R)), такая, что 


РТ, (ПР =Ви (1), ij, i =... A, 
или 
PTa (ПР =Вн(-—1), ij, i, j=1,..., п. 


Доказательство. а) Если n= 3 или >55, то мы при- 
меняем теорему 5’ и замечаем, что свойства матриц Æ (Bı), 
Á (Sı) и Æ (Т:;), использованные в доказательстве теоремы 6, 
выполняются для элементов T;; (1), Ир и Wij соответственно. 
Отсюда следует, что теорема 6’ справедлива при п ==3 или 
—5. 

6) Если n= 4, то в силу леммы 2, теоремы 5’ (6) и (6.15) 
существует элемент P группы SL, (К (Ю)), такой, что PW P~! = 
=J, PWP ' = Jp. Таким образом, можно положить 


| Wio =J o, Wo = Уз. (6.16) 


Так как U2 перестановочна с Ио = 0 и (Из) = [, то 
а b е | а by? 
= (. Jel 2 ($ PN 
а —by èe fY —е [\? 
(s 2 -(. в -(-° n) = 
Поэтому в силу леммы 3 


а b 0 b 
(i a= о), e + fege =k + gf =l, 


ef + fh = ge + hg =0, 
откуда 
fe ==0, е?=12==|, е=-1, h=. 


Так как e+h и е— Й не могут одновременно равняться 
нулю, то 


f 0 EE E E № ( 0 Jele”) 
aa a E E 0 a 


Таким же способом получаем, что 


0 b 
Va=e00( _ ©, е = 1, h= 1, 


| 
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Так как (И!5053} =1, то h= h, е==е,. Взяв композицию Æ% 


с сопряжением при помощи матрицы diag ое 1), 
можно считать, что 


ua=(_ Jel №). о»=@е(_1 Jen, 


е = 1, й==-|. (6.17) 
Покажем теперь, что 
И. ЗЕ чине W i2 (6. 18) 


Так как W, перестановочно c Wi u Wag, то W = diag (a, 6, с, а). 
Далее, так как Изм перестановочно с Uio, TO Ug W aUn = Wage 
Ввиду (6.17) № = diag (а, а, — a, а). Из соотношения зи = I 
следует, что a= + 1, 4=-1. Но из утверждения (6) Teo- 
ремы 5’ можно заключить, что 4 = — а и, следовательно, 


Wa = — aW io, a= żŁl. 


Таким образом, для доказательства (6.18) достаточно убе- 
диться, что a= 1. Допустим, что a = —1. Тогда М =W 
и, как и прежде, можно доказать, что 


U ( . ")е(= Я Е keri 
а Ld e = p] = ® 
34 в о h 2 2 


Так как I = W W y = (ОО H (UaU) =], TO bo = +1, 
е› =e, hy =h. Из этих соотношений и из (6.17) и (6. 16) по- 
лучаем 


(Иззи)? = diag (bz, 1, b =] Wis если = —1, 
120 239 34 2» 1, Оо, ЕЕ 


С другой стороны, из (6.11) легко вывести, что (И1>ОзОза)? = 
= U U uU iU a. 
Ввиду этих двух формул 


U UU И == [. 


Отсюда и из (6.7), (6.9), (6.12) имеем Ti3(1)= T; (—1). Если 
характеристика кольца R равна 3, то Wi =T, (6) = /, и это 
противоречит утверждению (г) теоремы 11. Если характери- 
стика кольца R не равна 3, то, подставляя это равенство 
в последнее из соотношений (6.8), получаем Г. (12) =1. Но 


sti 
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это противоречит соотношению (6.1), и, таким образом, (6.18) 
доказано. Поэтому можно положить 


W=]; i#Æ j, 1<ь ]1<4. 


Начиная с этого момента можно провести доказательство, 
как в теореме 6, и установить справедливость теоремы 6” 
для n= 4. Тем самым теорема полностью доказана. 


Используя теорему 6’, можно теперь провести доказатель- 
ство, как в теореме 7, и усилить ее следующим образом: 


Теорема 7’. Пусть В — коммутативная область целост- 
ности характеристики = 2, п>3. Пусть 5$ — гомоморфизм 
группы SL, (R) в СЁ, (К), такой, что Æ (Ви; (^.)) =I равно- 
сильно условию А =0. Тогда Æ — изоморфизм вида (1.1) или 


(1.2). 


Как и теорема 8, результат Вань Чже-сяня [4] и Райнера 
об автоморфизмах общей линейной группы ‘над областью 
главных идеалов (не обязательно коммутативной) характе- 
ристики 5=2, а также упомянутый в $ 1 результат Вань 
Чже-сяня об автоморфизмах линейной группы над дедекин- 
довым кольцом характеристики 2 могут быть усилены 
в духе теоремы 7”. 
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ДОПОЛНЕНИЕ РЕДАКТОРА 


ОБЗОР НОВЕЙШИХ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ОБ АВТОМОРФИЗМАХ КЛАССИЧЕСКИХ ГРУПП 


Ю. И. Мерзляков 


Ниже приводится обзор результатов, опубликованных после 
мая 1973 г. (с небольшими экскурсами в историю), а также 
полная библиография по теории автоморфизмов классических 
групп. 

Прежде всего отметим две недавние работы Далла [72, 65], 
в которых решается проблема описания автоморфизмов дву- 
мерных групп GL, SL, PGL, и PSL, над произвольной об- 
ластью целостности 9. Напомним, что при nœ} теорию 
автоморфизмов для @Ё, (5), SL,(0) построил О’Мира [35], 
а для РОГ, (5), РГ, (5) — Солацци [60] (см. наст. сборник, 
стр. 160), поэтому вопрос для и ==2 представлял первооче- 
редной интерес. В некоторых частных случаях он был решен 
сравнительно давно — над кольцом Z в работах [7, 10], а над 
кольцом гауссовых целых Z+iZ в работе [22], причем во 
всех этих случаях группа автоморфизмов имеет порождаю- 
щие элементы обычных типов: а) автоморфизмы, индуциро- 
ванные сопряжениями в СГ.(5), 6) автоморфизмы, индуциро- 
ванные автоморфизмами кольца 0 (действующими на матрицы 
поэлементно), в) автоморфизмы вида хн>Х (x) + x, где х — ro- 
моморфизм группы в ее центр (в проективном случае, ко- 
нечно, отсутствуют). 

В 1957 г. Райнер [16] обнаружил у группы GL, (Е [х] ), где 
k — поле, новый тип автоморфизмов. Именно, возьмем в Ka- 
честве порождающих элементов этой группы матрицы вида 


(в) (1). (1) 0 


Пусть ф — автоморфизм векторного пространства Е[х| над 
полем k, но не кольца Е[х|, причем ф(1) =1. Для всякой 


матрицы Те GL, (k[x]) пусть T? обозначает матрицу, полу- 
чаемую из Т поэлементным применением ф. Тогда отображе- 


ние T> T? на порождающих элементах (1) индуцирует иско- 
мый автоморфизм группы СГ, (Е [*]) (подчеркнем, что он не 


совпадает с T> T? на всей группе). 
© «Мир», 1976 
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Поначалу этот „нестандартный“ тип автоморфизмов вос- 
принимался как досадное исключение, и усилия ряда авто- 
ров были направлены на отыскание условий, при которых 
он не возникает [23, 44]. Со временем, однако, необходи- 
мость особой теории для п==2 стала очевидной, и Кон [34] 
развил такую теорию для остепененных СЁ-колец, охватив 
автоморфизмы Райнера путем рассмотрения И-автоморфизмов 
кольца (см. настоящий сборник, стр. 46). В обсуждаемой 
работе Далла [72] двумерная теория строится уже для про- 
извольных СЕ›-областей. 

Более точно, пусть 0 — (коммутативная) область целост- 
ности, F— ее поле частных, V — двумерное векторное про- 
странство над F с базой x, у. Тогда М = vx + oy — свобод- 
ный 0-модуль ранга.2. Пусть СЁ.(М) — подгруппа группы 
СТ. (У), состоящая из преобразований, отображающих М на 
себя, $Г,(М) — ее подгруппа преобразований с определите- 
лем 1, GE (x, и) — подгруппа, порожденная преобразованиями 
из СГ.(М), имеющими в базе x, у матрицы (1), E(x, у) — 
подгруппа, порожденная преобразованиями из СЁ. (М) с ymu- 
треугольными матрицами в базе x, у. Если G — любая из 
этих четырех групп, то пусть PG обозначает ее факторгруппу 
по подгруппе скалярных преобразований. Далл вводит четыре 
типа отображений кольца 0, названных им R-, S-, T- и О-ав- 
томорфизмами, которые, будучи применены поэлементно 
к порождающим матрицам групп РЕ (x, и), E(x, и), PGE (x, y), 
GE (x, и) соответственно, индуцируют их автоморфизмы. 
А именно, он определяет дробное замыкание 5Г кольца 9 
в поле F как множество всех элементов из F, представимых 
в виде конечных цепных дробей 


га + 


TAE fi +., Ги E9, и под К-автоморфизмом кольца о пони- 
Maer любое отображение *: о^ > РЁ, инъективное на 9, OTO- 
бражающее о на 0 и такое, что 


(=) = = для всех a Æ 0 из oF, (2) 
(a + b =a 4+ b для всех aco, be., (3) 


При некоторых добавочных условиях R-aBTOMOPDH3M назы- 


вается 5-, T- или О-автоморфизмом. Справедлива следующая 
теорема: | | l 
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Пусть о — СЕ›-кольцо, причем в характеристике 0 предпо- 
лагается, что O содержит обратимые элементы, отличные от 
+ 1. Гогда всякий автоморфизм группы РЗГ. (М) есть произ- 
ведение автоморфизма, индуцированного КЮ-автоморфизмом 
кольца 9, и автоморфизма, индуцированного сопряжением 
в группе СГ. (У). 


Аналогичные теоремы доказаны в [72] для групп 5Ё. (М), 
РСТ.(М) и СЕ. (М). Первоначальное предположение, что 
в характеристике 0 кольцо 0 должно содержать обратимые 
элементы, отличные от корней 4-й степени из единицы, ослаб- 
лено в [65]. 

Хан в работе [66] применил метод О’Миры к проектив- 
ным группам изометрий пространств с рефлексивной формой 
и развил — в размерностях >5 — единую теорию изоморфиз- 
мов их подгрупп, богатых проективными сдвигами. Идеи 
этой работы нашли отражение в гл. 5 лекций О’Миры [74] 
(см. настоящий сборник). Из новых результатов работы [66] 
отметим теорию изоморфизмов для линейных, симплектиче- 
ских и унитарных конгруэнц-групп и их проективных обра- 
зов над областями целостности (в унитарном случае необ- 
ходимо ограничиться арифметическими областями), не зави- 
сящую от характеристики кольца, индекса Витта и типа 
группы, а также теорию изоморфизмов для унитарных, CNE- 
циальных унитарных и соответствующих проективных групп 
в случае произвольного индекса Витта и поля произвольной 
характеристики (все это, разумеется, в размерностях 25). 
Для ортогональных групп, не охваченных работой [66], соот- 
ветствующая теория была развита Ханом в [75], где дока- 
зана следующая теорема: 


Пусть У — регулярное пространство размерности n >T 
над бесконечным полем Е характеристики == 2 с билинейной 
формой В, А — подгруппа группы РО„(Т), богатая проектив- 
ными плоскими вращениями. Пусть Vi, Fi, ni, Bi, A; — вто- 
рой набор объектов с аналогичными свойствами, причем nÆ}Ì& 
или п 528. Тогда для всякого изоморфизма Л: А>—> А, суще- 


ствует единственный изоморфизм Ф.: PGL, (У) >» PGL, (Г), 
такой, что А=Ф,|. При этом полулинейный изоморфизм 


g: У>>И, и ассоциированный с ним изоморфизм полей 
u: Р>—»Ё, при подходящем а=+Ё, а==0, удовлетворяют 
соотношению 


B, (gx, ву) =a. B(x, y} для всех x, у=У. 


Автоморфизмы ортогональных групп над полем F харак- 
теристики 2 исследовал Коннорс [63, 71]. В работе [63] он 
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рассмотрел полную ортогональную группу О(У), ее группу 
вращений О* (V), коммутант ®(У) и ядро спинорной нормы 
O’ (V). Напомним, что автоморфизмы этих групп изучались 
ранее Дьёдонне [5], Стейнбергом [25], Сю Чжень-хао [36] и 
Хамфрисом [45] при различных ограничениях на поле или 
геометрию пространства. Так, например, Сю Чжень-хао [36] 


нашел автоморфизмы групп О\(У), О" (У) и Q(V), когда 
У — изотропное невырожденное пространство, а поле F co- 
вершенно; это обобщало результаты Дьёдонне, описавшего 
автоморфизмы группы ® (У), когда V — невырожденное npo- 
странство размерности >10, а Е — конечное поле. Методы 
обеих упомянутых работ существенно опирались на наличие 
в группе инволюций. Используя методику О’Миры, Коннорс 


в работе [63] описал автоморфизмы групп О(У), O* (V), 
О (И) и О’(У) в случае, когда V — невырожденное простран- 
ство размерности >10 с квадратичной формой О, а Е—произ- 
вольное поле характеристики 2, содержащее более двух эле- 
ментов. Именно, если А — любая из четырех указанных групп, 
то всякий ее автоморфизм А имеет вид 


ДА (0) =gog™', 0o EA, 


где g — полулинейный автоморфизм пространства V, сохра- 
няющий форму Q, т. e. при подходящем аеЁ, a = 0, удо- 
влетворяющий соотношению 


О (вх) =a: Q(x), хеЕУ 


(здесь и — автоморфизм поля Е, ассоциированный с g). 

В последующей работе [71] Коннорс ослабил требование 
невырожденности пространства V в случае полной ортого- 
нальной группы O (V), наложив, однако, некоторые ограни- 
чения на поле F. 

Теорию изоморфизмов для конгруэнц-подгрупп клас- 
сических групп продолжал разрабатывать Солацци (см. его 
работы в настоящем сборнике). В статье [69] он доказал, 
в частности, что симплектические и унитарные конгруэнц- 
группы над областями целостности характеристики Æ 2 не 
изоморфны, если их индексы Витта > 3. 

В исключительном двумерном случае автоморфизмы кон- 
груэнц-групп исследовал Ю. И. Мерзляков [68]. Пусть 9 — 
область целостности с единицей и полем частных F характе- 
ристики =Æ 2, а— ее идеал, СЁ. (5, а) — ядро естественного 
гомоморфизма GL, (5) -> СГ. (0/1), G — произвольная подгруппа 
группы СЁ. (0, а), содержащая все ее верхние и нижние YHH- 
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треугольные матрицы. Если идеал а квазирегулярен, то каждый 
автоморфизм Л группы G имеет вид 


А (x) =% (x) gx g, xE, 


где o = Aut F, g = GL, (F), хе Hom (G, F"). При этом сих 
определяются автоморфизмом A однозначно, а в — однозначно 
с точностью до умножения на скалярную матрицу. В pa- 
боте [68] построен также пример, показывающий, что если 
идеал я не квазирегулярен, то группа G может иметь „не- 
стандартные" автоморфизмы. Это свидетельствует, в част- 
ности, о том, что построение теории автоморфизмов двумер- 
ных групп, богатых трансвекциями, должно быть нелегкой 
задачей. 

Продолжая тему, начатую работой [58] (см. настоящий 
сборник, стр. 176), Маккин и Макдональд [73] исследовали 
автоморфизмы симплектической группы Sp, над локальным 
кольцом. Автоморфизмы этой группы над произвольным по- 
лем были найдены Хуа Ло-геном еще в 1948 г. [3], затем 
Райнер [13] описал автоморфизмы Spp над кольцом Z, а Янь 
Ши-цзянь [21] и О’Мира [41] —над произвольной областью 
целостности. Пусть 0 — коммутативное локальное кольцо 
с максимальным идеалом Ш и полем вычетов k =о/щ, У — 
симплектическое пространство над 0. В работе [73] доказы- 
вается, что если п 6, а поле Е имеет характеристику =Æ 2 
и отлично OT поля из трех элементов, то всякий автомор- 
физм А стандартной симплектической группы Sp,(V) имеет 
вид 


A (x) =% (x) gxg7', хе $р, (У), 


где g — полулинейный автоморфизм пространства У, % — 2o- 
моморфизм группы Sp (V) в ее центр. В отличие от работы 
[58], опиравшейся на вычислительную технику Янь Ши-цзяня 
[32] (см. настоящий сборник, стр. 226), в статье [73] исполь- 
зуются основная теорема проективной геометрии над комму- 
тативным кольцом [46] (см. настоящий сборник, стр. 168) и, 
косвенно, метод О’Миры — его прямое применение наталки- 
вается, как и в [58], на трудности, связанные с делителями 
нуля. 

Г. А. Носков [78] описал автоморфизмы группы СЁ, (9), 
где о — коммутативное кольцо с единицей и обратимым эле- 
ментом 2, не порождаемое делителями нуля, причем про- 
странство Мах (5) его максимальных идеалов, снабженное 
топологией Зарисского, нётерово и имеет конечную комбина- 
торную размерность, ап—>2 + dim Мах (9). Интересно было бы 
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выяснить, существуют JIH здесь „нестандартные“ автомор- 
физмы при (достаточно большом) п < 1 + dim Мах (5). 

Отметим, наконец, что в рассматриваемый период было 
опубликовано полное доказательство результатов Бореля и 
Титса [62], анонсированных в [56] (см. настоящий сборник, 
стр. 218). 
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